
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

В.Н. Блинков, Г.А. Горбенко, А.О. Костиков 
 
 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ  
АЭРОКОСМИЧЕСКОЙ ТЕПЛОТЕХНИКИ 

 
Часть 3. Основы теплопередачи в объектах  

аэрокосмической техники 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2006 



 

Министерство образования и науки Украины 
Национальный аэрокосмический университет   

им. Н.Е. Жуковского 
 «Харьковский авиационный институт» 

 
 
 
 
 
 
 

В.Н. Блинков, Г.А. Горбенко, А.О. Костиков 
 
 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ  
АЭРОКОСМИЧЕСКОЙ ТЕПЛОТЕХНИКИ 

 
Часть 3. Основы теплопередачи в объектах  

аэрокосмической техники 
 

Конспект лекций 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Харьков «ХАИ»  2006 



 

УДК 621.1.016.4 
 
Теоретические основы аэрокосмической теплотехники. Ч. 3. Основы 
теплопередачи в объектах аэрокосмической техники /В.Н. Блинков,   
Г.А. Горбенко,  А.О. Костиков.  – Конспект лекций. – Харьков:  Нац.  
аэрокосм. ун-т «Харьк. авиац. ин-т», 2006. – 128 с. 

 
Представлены содержательные и математические модели про-

цессов теплопроводности, конвективного и радиационного теплооб-
мена. По каждому виду процессов даны основной закон передачи те-
плоты и вытекающая из него постановка задачи, указаны методы ее 
решения, проиллюстрированные на классических примерах. Рассмот-
рены также задачи сложного теплопереноса, элементы тепловой за-
щиты, основы расчета теплообменников и термоциркуляционных кон-
туров. 
      Для студентов авиационных и ракетно-космических специально-
стей высших учебных заведений. 
 
   Ил. 23.      Библиогр.: 15 назв. 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Рецензенты: акад. НАН Украины Ю.М. Мацевитый, 
                          д-р техн. наук, проф. Э.Г. Братута 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

© Национальный аэрокосмический университет им. Н.Е. Жуковского 
«Харьковский авиационный институт», 2006 г. 



 3

Глава 11. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 

11.1. Закон Фурье 
 

11.1.1. Исходные понятия и определения 
 
      Теплопроводностью (кондукцией) называют самопроизвольный 
необратимый процесс переноса внутренней (тепловой) энергии в про-
странстве с неоднородным распределением температуры, обуслов-
ленный взаимодействием микрочастиц тела. В газах и жидкостях та-
кими частицами являются молекулы, в металлах – электроны, ионы, 
атомы. 
      В инженерной теплопередаче не рассматривают «механизм» пе-
реноса тепловой энергии, а устанавливают связь между конечным ре-
зультатом процесса и его «движущими» факторами. Поэтому здесь в 
качестве содержательной модели тел принимают воображаемую 
сплошную среду, макроскопические характеристики которой распре-
делены в пространстве непрерывным образом. Дискретность реаль-
ных тел, если она влияет на процесс теплообмена, учитывают, припи-
сывая среде некоторые макроскопические свойства, также распреде-
ленные непрерывно. 
      Для процесса теплопереноса существенны две основные характе-
ристики: неоднородность распределения температуры (движущий 
фактор) и количество переданной энергии (конечный результат). 
      В отличие от равновесной термодинамики, где температура ха-
рактеризует макроскопическую систему в целом, в теории теплообме-
на, как и в гидрогазодинамике, значения температуры указывают для 
элементарных объемов сплошной среды. Такие объемы должны со-
держать количество микрочастиц, обеспечивающее статистически ус-
тойчивое значение температуры и других макропараметров. В то же 
время эти объемы должны быть достаточно малы по сравнению с 
рассматриваемым телом для того, чтобы их можно было считать точ-
ками в математическом смысле. 
      С учетом сказанного температуру [ ]КТ  в теории теплообмена 
характеризуют скалярным полем Т (х, у, z, t), где х, у, z – декартовы 
координаты элементарных объемов сплошной среды (точек про-
странства), t  – время. Если поле Т явно не зависит от времени, его 
называют стационарным. В данный момент времени геометрический 
образ температурного поля дает семейство изотермных поверхностей 
(геометрических мест точек, имеющих одинаковую температуру) или 
изотерм (линий пересечения изотермных поверхностей с какой-либо 
плоскостью). 
      Скалярному полю Т (х, у, z, t) можно поставить в соответствие 
векторное поле градиента температуры grad T (x, y, z, t). Послед-
ний вводят обычным образом:  
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где n∆  – расстояние между изотермными поверхностями, темпера-
туры которых различаются на T∆  (рис. 11.1). Это расстояние отсчи-
тывают в данной точке по нормали nv  к поверхности, а саму нормаль 
направляют в сторону роста температуры. 

      Определение (11.1) можно 
записать как 
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представляет собой векторный 
дифференциальный оператор 

Гамильтона ( k,j,i
rrr

 есть орты 
осей х, у, z). 
      Теплоту, то есть количест-
во энергии, переданной в ходе 
теплообмена, характеризуют 

вектором плотности теплового потока ( )t,z,y,xqr , модуль кото-
рого равен теплоте, проходящей через единицу площади изотермной 
поверхности в единицу времени. Вектор qr  направлен перпендику-
лярно этой  поверхности  и,  согласно  второму  закону  термодинами-
ки,  обращен   в   сторону   уменьшения   температуры;   его  размер-
ность  [q] = Дж/(м2⋅с) = Вт/м2. 
      Для определения количества теплоты Q, прошедшей в единицу 
времени через произвольную поверхность А, необходимо интегриро-
вать поле ( )t,z,y,xqr  по ней: 

∫=∫ ⋅=
A

n
A

dAqdAqnQ rr
,                              (11.4) 

где nr  – внешняя нормаль к участку  dA  поверхности  А.  Величину  
Q, Вт, называют тепловым потоком. 
 

11.1.2. Основной закон теплопроводности 
 
      Этот закон устанавливает пропорциональность векторов плотно-
сти теплового потока и градиента температуры в виде 

Tq ∇λ−=
rr

,                                          (11.5) 

} n∆

n

Tgrad

Рис. 11.1 
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где макроскопическая величина λ  (коэффициент теплопроводно-
сти) характеризует способность конкретной сплошной среды «прово-
дить» определенное количество теплоты при заданном градиенте 
температуры. Свойство теплопроводности приписывают воображае-
мой сплошной среде для учета самопроизвольного процесса перено-
са тепловой энергии, реально происходящего в результате взаимо-
действия микрочастиц тела. 
      Значение коэффициента теплопроводности конкретных материа-
лов находят опытным путем как функцию температуры; для газов λ  
еще зависит от давления. Сведения о величине коэффициентов теп-
лопроводности конструкционных материалов, жидкостей и газов, при-
меняемых в аэрокосмических объектах, можно найти в справочниках. 
      Формула (11.5) представляет собой обобщенное математическое 
выражение гипотезы Фурье, согласно которой количество теплоты, 
переданной в направлении n  через площадку A∆ , пропорционально 
ее величине и производной температуры по направлению n . Гипоте-
за эта многократно подтверждена опытом, поэтому соотношение 
(11.5) называют аналитическим выражением закона Фурье: вектор 
плотности теплового потока пропорционален соответствующему гра-
диенту температуры. Уравнение (11.5) позволяет решить ряд про-
стейших задач стационарной теплопроводности (см. подразд. 11.3). 
 

11.2. Краевая задача теплопроводности 
 

11.2.1. Дифференциальное уравнение теплопроводности 
 
      В общем случае для решения задач теплопроводности (нахожде-

ния полей Т и qr ) соотношения (11.5) недостаточно. Здесь необходи-

ма постановка краевой задачи, представляющей собой совокупность 
дифференциального уравнения теплопроводности и условий одно-
значности (краевых условий). 
      Упомянутое дифференциальное уравнение есть математическое 
выражение первого закона термодинамики (закона сохранения энер-
гии) применительно к процессу переноса теплоты в твердых телах. 
      Согласно этому закону (см. формулы 2.1 и 7.6), изменение тепло-
вой (внутренней) энергии U  в некотором объеме V  твердого тела 
без теплоисточников может происходить лишь в результате теплооб-
мена посредством теплопроводности на поверхности А, ограничи-
вающей указанный объем (если деформация объема вследствие из-
менения температуры пренебрежимо мала). Рассматривая изменение 
энергии за единичный промежуток времени (рис. 11.2), имеем  
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∫ ⋅−=∫ ρ
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,         (11.6) 

 
где ρ  – плотность тела, u  – удельное 
значение внутренней энергии. 
      При отсутствии температурной дефор-
мации ρ  не меняется во времени, поэтому 

( ) dV
t
udVu

t
dVu

t VVV
∫

∂
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ρ=∫ ρ
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∂

=∫ ρ
∂
∂

, 

а по теореме Гаусса – Остроградского 

∫ ⋅∇=∫ ⋅
VA

dVqdAqn rrrr
, 

так что уравнение (11.6) можно переписать 
так: 

0dVq
t
u

V
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rr

. 

В силу произвольности объема V  последнее равенство дает 

0qdiv
t
u

=+
∂
∂

ρ
r

 

при условии непрерывности функций, находящихся под знаком инте-
грала. Поскольку для твердых тел cdTdu = , после замены qr  по 
закону Фурье (11.5) имеем 

( )qradTdiv
t
Tc λ=
∂
∂

ρ , 

или 

∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

λ
∂
∂

=
∂
∂

ρ
=

3

1i i
i

i x
T

xt
Tc .                        (11.7) 

      В случае изотропного однородного тела дифференциальное урав-
нение теплопроводности (11.7) принимает вид 
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∂
∂

ρ
=

3

1i 2
i

2

x
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t
Tc , 

или 

T
t
T 2∇=
∂
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a ,                                     (11.8) 

А
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q

Рис. 11.2 
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где ( )c/ ρλ=a  – коэффициент температуропроводности, м2/с, 
являющийся мерой теплоинерционных свойств тела (его можно рас-
сматривать как физическое свойство вещества). Уравнение Фурье–
Кирхгофа (11.8) устанавливает связь между временным и простран-
ственным изменениями температуры в любой точке тела. 
      Если в теле имеются распределенные источники тепловыделе-
ния с объемной плотностью (мощностью) vq , Вт/м3, то записанные 
выше уравнения примут вид  

( ) vqqradTdiv
t
Tc +λ=
∂
∂

ρ ; 

с
q

T
t
T v2

ρ
+∇=

∂
∂ r

a .                                  (11.9) 

      В случае стационарного поля температуры (стационарного тепло-
вого режима) дифференциальное уравнение теплопроводности для 
тела с внутренним тепловыделением превращается в уравнение Пу-
ассона: 

0/qT v
2 =λ+∇

r
.                                (11.10) 

При отсутствии источников теплоты стационарное поле температуры 
удовлетворяет уравнению Лапласа: 

0T2 =∇
r

.                                        (11.11) 
 

11.2.2. Условия однозначности для задач теплопроводности 
 
      Чтобы выделить конкретную задачу из бесчисленного их множест-
ва, описываемого дифференциальным уравнением теплопроводно-
сти, необходимо присоединить к этому уравнению математическое 
описание всех частных особенностей рассматриваемого процесса. 
Это описание называют условиями однозначности; оно включает ус-
ловия геометрические, физические, начальные, граничные. 
      Геометрические условия характеризуют форму и размеры тела 
(расчетной области), физические условия дают сведения о свойствах 
тела ( ρλ ,c, ) и распределении внутренних источников теплоты, на-
чальные условия (существенны для нестационарных задач) описыва-
ют поле температуры в начальный момент времени 0t = . 
      Граничные условия отражают тепловое взаимодействие рассмат-
риваемого тела с окружающей средой. Оно может быть охарактери-
зовано различным образом. Так, граничное условие 1-го рода дает 
распределение температуры на поверхности тела, 2-го рода – значе-
ние ее  производных здесь на этой поверхности. Граничное условие 
3-го рода информирует о температуре окружающей текучей среды 
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(жидкости или газа) и законе теплообмена между нею и поверхностью 
тела, а граничное условие 4-го рода устанавливает правило сопряже-
ния температурных полей рассматриваемого тела и контактирующих 
с ним других твердых тел. 
 

11.2.3. Методы решения краевой задачи теплопроводности 
 
      Сложность решения краевой задачи зависит от ее типа (размер-
ности задачи, формы расчетной области, вида условий однозначно-
сти). 
      Аналитические решения получены в основном при существенных 
упрощениях. Например, в подразд. 11.3 представлены простейшие 
задачи стационарной теплопроводности для плоской и цилиндриче-
ской стенок без тепловыделений с равномерным распределением 
температуры на поверхностях. Двумерные задачи (см. подразд. 11.4 и 
11.5) более сложны; их решение удается представить лишь бесконеч-
ным рядом с использованием экспоненты, а также функций тригоно-
метрических и бесселевых (для плоской и осесимметричной геомет-
рии соответственно). Решения задач такого типа обычно приводят не 
в учебниках, а в специальных монографиях.  
      В более сложных случаях используют численные методы, реали-
зуемые на ЭВМ. Недостатком такого подхода является то, что чис-
ленное решение отвечает конкретной задаче (с фиксированными па-
раметрами), в то время как аналитическое решение позволяет уста-
новить влияние всех аргументов на распределение температуры в 
задачах данного класса. Указанный недостаток численных методов 
компенсируется быстродействием современных ЭВМ, что дает воз-
можность установить упомянутое влияние аргументов посредством 
численного эксперимента. 
 

11.3. Простейшие математические модели процессов 
стационарной теплопроводности 

 
11.3.1. Однородная плоская стенка без тепловыделения  

с const=λ  
 
      Рассмотрим поле температуры в такой стенке толщиной δ , раз-
мещенной перпендикулярно оси х (рис. 11.3). Если стенка не ограни-
чена по у и z, а температура на поверхностях ее распределена рав-
номерно, то уравнение теплопроводности (11.11)  принимает вид 

0dx/Td 22 = . 

      Первое интегрирование его дает 1Cdx/dT = , второе 

21 CxCT += , то есть температура изменяется по толщине стенки  



 9

линейно (рис. 11.3). Постоянные 
интегрирования находим из гра-
ничных условий. 
      Пусть заданы граничные усло-
вия 1-го рода: 

1wTT =  при 

0x =  и 
2wTT =  при δ=x . 

Подставив их в найденное реше-
ние, имеем 

1w2 TC = , 

( ) δ−= /TTC
12 ww1 . 

      Таким образом,  
δ∆−= δxTTT

1w ,   (11.12) 

где 
21 ww TTT −=∆ δ  – перепад 

температуры (температурный напор) в стенке. 
      Согласно закону Фурье, ( )nTqn ∂∂λ−= , и для рассматривае-

мого случая ( )qqq xn ==  будет  

( )
21 ww TTq −

δ
λ

= .                                 (11.13) 

Для участка стенки площадью А тепловой поток 
( ) δ−λ== /ATTqAQ

21 wwA , или АA R/TQ λδ∆= , где 

A/R А λδ=λ  – термическое сопротивление теплопроводности это-
го участка. Соответственно, удельное (приходящееся на единицу 
площади поперечного сечения) значение термического сопротивле-
ния теплопроводности плоской стенки будет: 

λδ=λ /R уд .                                    (11.14) 

 
11.3.2. Влияние неоднородности стенки 

 
      Если все ограничения подразд. 11.3.1 сохраняются, но стенка со-
стоит из нескольких слоев, имеющих разные значения λ , то с учетом 
полученного выше решения для каждого из слоев имеем 

( )
1ii ww

i

i TTq
+

−
δ
λ

= . 

Определив отсюда температурные напоры на всех слоях и сложив 
полученные равенства, придем к выражению 

δ

2n

1n

w1T

w2T

T

x
Рис. 11.3 
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∑
λ
δ

=−
=

+

n

1i i

i
ww qTT

1n1
. 

При граничных условиях первого рода эта формула позволяет вычис-
лить плотность теплового потока q и далее найти температуру на 
«правой стороне» слоя с номером j: 

∑
λ
δ

−=
=

+

j

1i i

i
ww qTT

11j
.                          (11.15) 

В пределах каждого слоя распределение температуры линейно, а для 
всей составной стенки оно будет представлено ломаной. 
      Как видно из полученного выражения, термические сопротивления 
теплопроводности последовательно расположенных элементов скла-
дываются непосредственно. 
      Для многослойной стенки можно ввести эквивалентный коэффи-
циент теплопроводности эквλ , исходя из равенства 

∑
λ
δ

=
λ
δ

=−
=

Σ
+

n

1i эквi

i
ww qqTT

1n1
, 

где ∑δ=δ
=

Σ

n

1i
i  – суммарная толщина стенки. Тогда 

∑
λ
δ

δ=λ
=

Σ

n

1i i

i
экв .                               (11.16) 

Введением эквλ  многослойная стенка сводится к эквивалентной од-
нородной (эквивалентной по результирующему перепаду температу-
ры, вызываемому заданным q ). 
      Приведенное решение задачи для многослойной стенки соответ-
ствует случаю идеального теплового контакта между слоями. Иначе 
говоря, здесь отсутствуют контактные термические сопротивления 
(см. подразд. 11.5). 

 
11.3.3. Влияние зависимости коэффициента теплопроводности 

от температуры 
 
      Эту зависимость учтем при прочих ограничениях, отвечающих 
подразд. 11.3.1, считая линейной связь ( )Tλ=λ : 

( )Т10 в+λ=λ .                                  (11.17) 

Здесь величина Т отсчитана от значения температуры, при которой 

0λ=λ . 
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      С учетом формулы (11.17) закон Фурье для плоской стенки можно 
записать в виде ( ) dx/dTT1q 0 в+λ−= . Разделяя переменные, 

проинтегрируем это выражение в пределах: х от 0 до δ, Т от 
1wT  до 

2wT : 

( ) ( )
21

21
ww

ww
0 TT

2
TT

1q −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+λ=δ в . 

Полученную формулу можно переписать так: 

( )
21 ww

cp TTq −
δ

λ
= ,                               (11.18) 

где 

∫ λ
−

=λ
1w

2w21

T

Tww
cp dT)T(

TT
1

                     (11.19) 

есть среднеинтегральное значение коэффициента теплопроводно-
сти в рассматриваемом интервале температур. 
      Сравнивая зависимость (11.18) с формулой (11.13), которая выве-
дена для стенки с const=λ , видим, что последнюю можно исполь-
зовать и для случая ( )Тλ=λ , если заменить в ней λ  на срλ . 

      Интегрируя записанную выше связь q и Т в пределах x0 ↔ , 

TT
1w ↔ , получим зависимость для расчета распределения темпе-

ратуры по толщине стенки: 

( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−λ−= 2

w
2

w0 11
TT

2
TTqx в

; 

0TT2qx2T2T 2
ww

0

2
11

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

λ
++

ввв
; 

2
ww

0
2 11

TT2qx211T ++
λ

−+−=
вввв

.           (11.20) 

Как видно, распределение температуры при ( )Тλ=λ  не является 

линейным; характер температурной кривой определяется знаком  и 
численным значением коэффициента в. 
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11.3.4. Влияние кривизны стенки 
 
      Это влияние рассмотрим на примере однородной неограниченной 

по высоте цилиндрической 
стенки с равномерным рас-
пределением температур на 
поверхностях и const=λ  
при отсутствии тепловыде-
лений (рис. 11.4). 
      Несмотря на последнее 
обстоятельство, для такой 
стенки плотность теплового 
потока изменяется по радиу-
су, так как функцией радиуса 
есть площадь сечения, пер-
пендикулярного к направле-
нию теплового потока. По-
этому здесь закон Фурье це-
лесообразно записать в виде 

dr
dT

r2
Q

λ−=
π l

, 

где Q – тепловой поток через цилиндрическую поверхность lr2π . 

      Интегрируя это выражение в пределах 21 rr ↔ , 
21 ww TT ↔   и  

rr1 ↔ ,  TT
1w ↔ , получим соответственно 

21 ww
1

2 TT
r
rln

2
Q

−=
λπl

 

и 

TT
r
rln

2
Q

1w
1

−=
λπl

, 

откуда 

( ) ( )
( )12

1
www rrln

rrlnTTTT
211

−−= .             (11.21) 

      Как видно, распределение температуры по толщине цилиндриче-
ской стенки является логарифмическим. Термическое сопротивление 
теплопроводности такой стенки: 

1

2

r
rln

2
1

Q
T

R
λπ

=
∆

= δ
λ

l
. 

Рис. 11.4 

w1T

w2T

1r
2r
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      Относя температурный напор 
21 ww TTT −=∆ δ к линейной 

плотности теплового потока ll /Qq = , получим линейное тер-
мическое сопротивление теплопроводности цилиндрической стен-
ки: 

1

2

r
rln

2
1R
λπ

=λl .                             (11.22) 

Часто под lλR  понимают величину 
1

2

r
rln

2
1
λ

, тогда связь между 

температурным напором и этим сопротивлением следует брать в ви-
де π=∆ λδ /RqT ll . 
 Для многослойной цилиндрической стенки вместо (11.22) будет 

i

1in

1i i r
rln1

2
1R +

=
λ ∑

λπ
=l                         (11.23) 

при идеальном тепловом контакте слоев. 
 

11.4. Двумерное поле температуры (плоская задача) 
 
 Стационарное распределение температуры в теле без тепловы-
делений отвечает уравнению Лапласа (11.11). Если температура мо-
жет изменяться лишь вдоль осей х и у, имеем 

0
y
T

x
T

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
.                               (11.24) 

      Следуя предложенному Фурье методу разделения переменных, 
ищем решение в виде произведения двух функций, одна из которых 
зависит только от х, другая – только от у: 

( ) )y()x(y,xT ψϕ= .                            (11.25) 
Подставив это выражение в уравнение (11.24), имеем 

0
yx 2

2

2

2
=

∂
ψ∂

ϕ+
∂
ϕ∂

ψ , 

или 

2

2

2

2

x
1

y
1

∂
ϕ∂

ϕ
−=

∂
ψ∂

ψ
. 

Поскольку здесь левая часть не зависит от х, а правая – от у, обе они 

должны быть равны некоторой константе. Взяв ее в виде 2k , имеем 
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0k
dx
d 2

2

2
=ϕ+ϕ ; 

0k
dy
d 2

2

2
=ψ−ψ

. 

Тем самым уравнение в частных производных (11.24) сведено к сис-
теме двух обыкновенных дифференциальных уравнений. 
      Решение первого из них имеет вид 

kxsinCkxcosC 21 +=ϕ , 
второго 

ky
4

ky
3 eCeC −+=ψ , 

так что общее решение исходного уравнения (11.24), согласно выра-
жению (11.25), запишем в форме 

( ) ( )( )ky
4

ky
321 eCeCkxsinCkxcosCy,xT −++= .  (11.26) 

Значения констант С следует искать, опираясь на граничные условия. 
      Пусть  они  имеют  вид iTT =   на  поверхностях  плоской  стенки 

х = 0 и l=x ; jTT =  при у = 0 и iTT →  при у → ∞ (рассматри-

ваем полосу толщиной δ , высота которой yh =  много больше ши-
рины l , а поверхности z = 0 и z = δ теплоизолированы).  
      В данной задаче удобнее работать с «избыточной» температурой 

iTT −=ϑ , для которой решение (11.26) действительно после за-
мены Т на ϑ, а граничные условия переписываются так: 0=ϑ   при 
х = 0  и  l=x ; jϑ=ϑ  при у = 0; 0→ϑ  при у → ∞. 

      Поскольку при х = 0  1kxcos = , условие 0=ϑ требует значе-

ния  С1 = 0. Это же условие побуждает взять 0ksin =l , ибо С2 не 
может быть равным нулю (нас не интересуют решения 0≡ϑ ). Сле-
дующие отсюда величины k  ( lπ= nkn , n = 0, 1, 2, …) называют 
собственными значениями, а отвечающие им решения – собственны-
ми функциями. Обратимся теперь к граничному условию 0→ϑ  при  

у → ∞. Оно означает, что С3 = 0 (ибо kyе  неограниченно возрастает 
в случае  у → ∞). 
      В итоге решение (11.26) сводится к виду 

y)/n(exnsinC l

l
π−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=ϑ ,                       (11.27) 
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где С = С2С4. Однако ни одно из этих частных решений ни при каком 
выборе С = Сn не удовлетворяет оставшемуся граничному условию, 
если Тj – Тi ≠ 0. 
      Чтобы удовлетворить ему, необходимо образовать из частных 
решений сходящуюся бесконечную сумму 

( )∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=ϑ
∞

=

π−

1n

yn
n exnsinC l

l
,             (11.28) 

коэффициенты Сn которой должны быть равны соответствующим ко-
эффициентам вn ряда Фурье, в который раскладывают функцию jϑ : 

( ) ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π=ϑ

∞

=1n
nj xnsinx

l
в , 

где 

( )∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ πϑ=

l

ll 0
jn dxxnsinx2в    (n = 1, 2, 3, …)    (11.29) 

При переходе от решения (11.27) к ряду (11.28) было использовано то 
обстоятельство, что сумма частных решений линейного однородного 
дифференциального уравнения также является его решением. 
      Окончательное выражение для поля избыточной температуры 
( )y,xϑ  запишем в случае, когда Тj = const. Согласно формуле 

(11.29), здесь 
l

l

lll 00

jj
n xncos

n
2

dxxnsin
2

∫
π

π

ϑ
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ πϑ

=в , 

откуда  получаем  ( )πϑ= n4C jn   при  n = 1, 3, 5, …  (если n = 2, 

4, 6…, то Сn = 0). В итоге решение (11.28) принимает вид 
( )∑ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π

π
=

ϑ
ϑ ∞

=

π−

,...5,3,1n

yn

j
exnsin

n
14 l

l
. 

 
11.5. Модель контактной теплопроводности 

 
      Таким термином определяют описание теплопереноса в зоне сты-
ка сопряженных элементов тепловой системы, в которых энергия пе-
редается посредством теплопроводности. 
      Вследствие шероховатости, волнистости и макроотклонений по-
верхностей соприкасающиеся твердые тела контактируют лишь в от-
дельных точках («пятнах») или группах точек, а не по всей номиналь-
ной площади контакта. 
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      Это обстоятельство ведет к «стягиванию» линий теплового потока 
и, в силу закона Фурье, к росту градиента температуры в зонах со-
пряженных тел, прилегающих к пятнам контакта (рис. 11.5, а). Обра-
зованный такими зонами слой с увеличенным градиентом температу-
ры при расчете заменяют условной плоскостью контакта с фиктивным 
скачком температуры кT∆  на ней. Его получают экстраполяцией на 
контактный слой существующего в массивах сопрягаемых элементов  

распределения температуры вдоль теплового потока (рис. 11.5, б). 
      Тем самым реальному тепловому контакту ставят в соответствие 
удельное термическое сопротивление qТR кк ∆= , где q – плот-
ность теплового потока в массиве. 
      Между контактирующими элементами теплота передается не 
только через пятна реального контакта (удельная проводимость «по 
металлу» мΛ ), но и через среду, заполняющую зазоры между неров-

ностями поверхностей (удельная проводимость «по среде» cΛ ). По-

скольку взаимное влияние мΛ  и cΛ  незначительно, удельное тер-
мическое сопротивление контакта принимают равным 

( )cмкк 11R Λ+Λ=Λ= .                    (11.30) 

 Для вычисления мΛ  необходимо найти поле температуры в при-
легающих к пятну контакта зонах сопряженных тел. При этом реаль-
ный контакт шероховатых поверхностей заменяют схематическим, со-
стоящим из равномерно распределенных круглых пятен касания ра-
диусом ar , которые окружены эквивалентным зазором толщиной эδ  
(рис. 11.6, а). Это допустимо, так как размер пятна касания вполне оп-

а б 

Рис. 11.5 

}
Ко
нт
ак
тн
ы
й 
сл
ой

Номинальная
плоскость
контакта

Массив

Массив

Т

z

кТ∆

q
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ределен. Он равен 5105,3r −⋅≈a  м независимо от контактной на-
грузки, микрогеометрии поверхности и свойств металла. Указанные 
факторы влияют лишь на число пятен и толщину зазора. 
      Постоянная среднестатистическая плотность распределения пя-
тен контакта и большое расстояние между ними позволяют изолиро-
ванно рассматривать одно пятно с соответствующей ему частью мас-
сива диаметром  a2  (рис. 11.6, б) как «кнопочный» контакт двух бес-
конечно длинных цилиндров (в силу малости ar  даже не очень тол-

стый слой соответствует случаю 1rz >>a ). 

      Эта схема приводит к такой краевой задаче теплопроводности 
(для верхнего цилиндра): 

;0
z
T

r
Tr

rr
1

2

2
=

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

 

( ) 0rT r =∂∂ =a            ( )2z эδ> ; 

( ) 0rT rr =∂∂ = a
          ( )2/z0 эδ<< ; 

( ) 0zT 2z э
=∂∂ δ=      ( )aa << rr ; 

( ) constzT 0z =∂∂ =  либо constT 0z ==  при arr0 << . 
Третье граничное условие записано с учетом того, что при  раздель-
ном рассмотрении мΛ  и cΛ  расчет мΛ  ведут в предположении от-

сутствия теплового потока через зазор. Ввиду малого значения эδ  
можно заменить второе граничное условие первым, приняв для него 

0z ≥ , а в третьем условии взять z = 0. 

2a

a2r
z

r

q
а б

1

2

Рис. 11.6 
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      Перейдем к безразмерному описанию задачи, отнеся Т к м/q λa  
и   z, r, ar , a   к  a . При этом дифференциальное уравнение теплопро-
водности не изменится, а граничные условия примут вид 

( ) 0rT 1r =∂∂ =       при 0z ≥ ; 

        ( ) 0zT 0z =∂∂ =      при 1rr <<a ; 

( ) constzT 0z =∂∂ =  либо constT 0z ==  при arr0 << . 

      Если взять третье граничное условие в виде 0T 0z ==  (нулевое 
значение температуры можно использовать ввиду симметрии задачи) 
и учесть то обстоятельство, что при r = 0 значение температуры ко-
нечно, то решение задачи приведет к зависимости 

( ) ( )∑ β
β

+−−=
∞

=

β−

1n

z
n0

n

n
0

nerJzz,rT вв , 

в которой J0 – функция Бесселя первого рода, нулевого порядка; βn – 
характерные числа задачи, определяемые в соответствии с первым 
граничным условием как корни характеристического уравнения 

( ) ( ) 0JJ n0n1 =β′−β , 
а в0…вn (n = 1, 2, …) – постоянные интегрирования, определяемые из 
второго и третьего граничных условий. 
      Анализ выражения Т(r, z) с учетом понятия кТ∆  и значений z 
массива (здесь z → ∞) позволяет сделать следующий вывод: допол-
нительному перепаду температуры мТ∆ , вызванному стягиванием 
линий теплового потока, соответствует второй член (первый дает ли-
нейное изменение температуры по z, отвечающее постоянной плот-
ности теплового потока, а третий обращается в нуль при z → ∞). По-
скольку принято 0Т 0z == , то записанное выражение Т(z, r) дает 
превышение безразмерной температуры соответствующих точек 
верхнего цилиндра над температурой номинальной плоскости контак-
та. 
      Поэтому удельное термическое сопротивление, отвечающее су-
жению теплового «канала» к пятну реального контакта, равно 

м

0м
м

2
q
TR

λ
=

∆
=

ав
 

(здесь учтено, что безразмерная температура получена отнесением 

Т  к величине мq λa ). Подставив значение в0, имеем 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

λ
π

= ...
r

07,0
r

34,0
r

41,11
r2

R
53

м

2

м aaa
a aaa

a
, 

или 

( )ηϕ
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=
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r
R a ,                           (11.31) 

где относительная площадь реального контакта 22r aa=η , а ко-
эффициент стягивания линий теплового потока: 

( ) 2/52/32/1 07,034,041,11 η+η+η−=ηϕ . 
      Полученное значение Rм не  учитывает осложнения процесса кон-
тактного теплообмена из-за наличия поверхностных явлений (приня-
то, что какие-либо пленки на поверхности отсутствуют, а физические 
свойства у поверхностного слоя и массива одинаковы). Величину η 
определяют по эмпирическим формулам как функцию контактного 
давления, модуля упругости материалов контактирующих тел и сред-
них высот микронеровностей сопрягаемых поверхностей. Если мате-
риалы контактирующих тел различны, в мR  подставляют приведен-
ный коэффициент теплопроводности 

21

21

мм

мм
м

2
λ+λ

λλ
=λ . 

      Вторую составляющую удельного термического сопротивления 
контакта, отвечающую переходу теплоты через прослойки среды, 
обычно определяют по формуле 

сэcR λδ= ,                                  (11.32). 
считая, что тепловой поток здесь передается только теплопроводно-
стью при constqc = . Эквивалентную толщину прослоек эδ  находят 
по кривым опорных поверхностей или по упрощенным формулам ви-
да 

( )( )m1RR
21 zzэ −+=δ , 

где Rz – средние высоты микронеровностей сопрягаемых поверхно-
стей; m – коэффициент заполнения профиля микронеровностей. 
      Отметим, что в случае, когда контактное давление кр  связано с 

перепадом температуры кT∆  (например, для контактирующих коак-

сиальных цилиндров, где величина кр  определяется реальным натя-
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гом), для расчета мR  необходимо еще уравнение связи между кр  и 

кT∆ . 

      Очевидно, что удельное термическое сопротивление контакта 
уменьшается с ростом контактного давления (достаточно сильно при 
рк < 5 … 10 МПа) и улучшением чистоты обработки сопрягаемых по-
верхностей (особенно для грубой обработки). Характер изменения 

мR  при изменении средней температуры в зоне контакта определя-
ется совокупностью зависимостей теплофизических и механических 
характеристик материалов контактных пар от температуры, поэтому 
он не является однозначным. 
      Эффективным средством уменьшения кR  является нанесение на 
контактирующие поверхности тонких (порядка высоты микронеровно-
стей) покрытий из металлов и сплавов с большой теплопроводностью. 
Если нанесение покрытий затруднено, того же эффекта можно до-
биться введением между контактирующими телами прокладок из упо-
мянутых материалов, заполнением межконтактного зазора высоко те-
плопроводными пастами. 

 
Глава 12. СОДЕРЖАТЕЛЬНЫЕ И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА 
 

12.1. Закон Ньютона – Рихмана 
 

12.1.1. Исходные понятия и определения 
 

Опыт показывает, что в текучей среде существует, кроме тепло-
проводности, еще один «механизм» переноса тепловой энергии (теп-
лоты). Он обусловлен перемещением макрообъемов жидкости или га-
за в пространстве с неоднородным полем температуры. Этот вид те-
плообмена называют конвекцией. 
 Ввиду молекулярного строения жидкостей и газов конвекции все-
гда сопутствует теплопроводность (см. подразд. 11.1.1). Совместный 
перенос теплоты в текучей среде посредством конвекции и теплопро-
водности именуют конвективным теплообменом. 
 Различают вынужденную и естественную (свободную) конвек-
цию. В первом случае пространственное перемещение текучей среды 
происходит за счет поверхностных сил, а именно, перепада давления, 
создаваемого внешним источником (насосом, компрессором). Напри-
мер, вынужденной является конвекция при прокачке горючего по ка-
налам охлаждения камеры жидкостного ракетного двигателя. Естест-
венная конвекция возникает в результате действия поля массовых 
сил  на  текучую  среду  с  неоднородным распределением плотности,  
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обусловленным переменностью температуры среды. Примером есте-
ственной конвекции может быть передача теплоты от батареи ото-
пления к воздуху жилого помещения. 
 Соответственно упомянутым видам конвекции принято различать 
конвективный теплообмен при вынужденном и естественном движе-
нии текучей среды. 
 

12.1.2. Основной закон конвективного теплообмена 
 
 Для инженерной практики наибольший интерес представляет кон-
вективный теплообмен в области контакта текучей среды с твердым 
телом. В этом случае говорят о теплоотдаче; последняя подчиняет-
ся закону Ньютона – Рихмана: 

( )fwn TTq −α= .                                (12.1) 
 Коэффициент пропорциональности α  между плотностью теп-
лового потока nq  (отнесена к поверхности твердого тела с внешней 

нормалью nr ) и температурным напором fwwf TTT −=∆  (разно-

стью «опорных» температур поверхности wT  и текучей среды fT ) 
называют коэффициентом теплоотдачи. Он характеризует интен-
сивность процесса теплоотдачи, представляя собой количество теп-
лоты, прошедшей в единицу времени через единицу поверхности 
твердого тела при единичном температурном напоре. 
 Закон  Ньютона – Рихмана  можно  переписать  в  виде 

уд
RTq wfn α∆= , или 

уд
RqT nwf α=∆ , где величину 

α=α 1R
уд

                                       (12.2) 

рассматривают как удельное значение термического сопротивления 
теплоотдачи (см. подразд. 11.3.1). Для участка поверхности твердо-
го тела площадью А  имеем ( )ATTQ fwA −α= , или 

AAwf RQT λ=∆  (здесь термическое сопротивление теплоотдачи 

рассматриваемого участка A1R A α=α ). 
 При использовании выражений (12.1) или (12.2) в инженерных 
расчетах предполагают, что опорные значения wT  и fT  известны. 
Поэтому основной задачей конвективного теплообмена как раздела 
науки о теплопереносе является нахождение коэффициента теплоот-
дачи α . 
 

12.1.3. Методы определения коэффициента теплоотдачи 
 
 Этот коэффициент можно вычислить аналитически, решив урав-
нение теплоотдачи 
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−=α ,                         (12.3) 

полученное  путем  объединения  закона Ньютона – Рихмана 
( )fwn TTq −α=  и закона Фурье ( ) 0nfn nTq =∂∂λ−=  для 

«пристеночного» слоя текучей среды, где nr  – внешняя нормаль к по-
верхности твердого тела (к «стенке»). Заметим, что использование 
здесь закона Фурье вполне правомерно, поскольку в непосредствен-
ной близости к стенке «поперечный» (по нормали к ней) перенос теп-
лоты осуществляется только теплопроводностью текучей среды как 
при ламинарном, так и при турбулентном течении ее. 
 Однако использование соотношения (12.3) для поиска α  требует 
предварительного нахождения поля температуры Т  в текучей среде. 
Для этого необходимо решить краевую задачу конвективного тепло-
обмена, основой которой является система дифференциальных 
уравнений гидрогазодинамики. Интегрирование этой системы (даже 
не осложненной конвективным теплообменом) крайне затруднитель-
но, что вынуждает прибегать к серьезным упрощениям в постановке 
задач. 
 Для инженерной практики интерес представляют лишь некоторые 
решения задачи конвективного теплообмена между текучей средой и 
поверхностью твердого тела, полученные в приближении погранично-
го слоя. Таковым является, например, случай обтекания пластины. 
 Если обтекание пластины происходит в условиях теплоотдачи, то 
кроме понятия скоростного (динамического) пограничного слоя ис-

пользуют аналогичное 
представление о тепло-
вом погранслое. Послед-
ним называют непосред-
ственно прилегающий к 
стенке слой текучей среды 

толщиной тδ ,  в  котором 

температура  изменяется 
от  температуры  стенки 

wT   до   температуры  ос-

новного   потока   fT   

(рис. 12.1). 
При наличии теплового пограничного слоя составляют (аналогич-

но уравнению Кармана для динамического погранслоя) интегральное 
соотношение энергии.  В простейшем случае обтекания плоской пла- 

fW fT

n
r

wT

   Рис. 12.1 
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стины несжимаемой средой оно имеет вид 

( )wffp

w

TTWc
q

dx
***d

−ρ
=

δ
, 

где толщина потери энергии 

dy
TT
TT

1
W
W***

т

0 wf

w

f
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=δ
δ

. 

 Здесь индекс w  отнесен к стенке; индексом f  обозначены пара-
метры текучей среды вне пределов погранслоя; Т  и W  – темпера-
тура и скорость в пограничном слое. 
 Решая интегральное соотношение энергии при заданном распре-
делении температуры в погранслое (его обычно берут в виде степен-
ного многочлена), получают выражение для толщины тδ . Это дает 
возможность найти зависимость для коэффициента теплоотдачи α  с 
учетом уравнения (12.3) и принятого распределения температуры в 
пограничном слое. 
 Значение α  для несжимаемой среды можно найти и на основе 
решения уравнения импульсов, если найденные выражения для ко-

эффициента трения fс  подставить в соотношение между fс  и α . 

Последнюю получают, сопоставляя дифференциальные уравнения 
движения и энергии, а также сравнивая граничные условия для скоро-
сти и температуры. 
 Поскольку при аналитическом решении задач конвективного теп-
лообмена приходится делать ряд допущений, полученные зависимо-
сти требуют экспериментальной проверки. Кроме того, само аналити-
ческое рассмотрение возможно лишь для простейших случаев. По-
этому при изучении конвективного теплообмена большую роль играет 
эксперимент. Именно опытным путем получен основной массив дан-
ных по конвективному теплообмену. 
 К недостаткам экспериментального метода исследования отно-
сится то обстоятельство, что любой единичный опыт дает лишь одно 
значение искомой величины при заданном наборе аргументов. Тем не 
менее, результаты единичных опытов удается обобщить на все сход-
ные случаи, используя теорию подобия и анализ размерностей. Такое 
обобщение позволяет получить зависимости коэффициента теплоот-
дачи от всех влияющих величин, не уступающие по информативности 
соответствующим аналитическим зависимостям. 
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12.2. Подобие и моделирование процессов конвективного  
теплообмена 

 
12.2.1. Теория подобия в исследовании теплоотдачи 

 
 Согласно теории подобия, для обобщения результатов единично-
го опыта их надо представить в безразмерном виде как функциональ-
ную связь между искомым параметром и отношениями факторов, оп-
ределяющих рассматриваемое явление. Такая связь одинакова у 
всех сходных явлений, если у них численно совпадают упомянутые 
отношения. В этом случае сопоставляемые явления называют подоб-
ными, а отношения факторов – критериями (числами) подобия. 
 Выражение критериев через характерные значения (масштабы) 
параметров процесса в теории подобия устанавливают, приводя к 
безразмерной форме соответствующее дифференциальное уравне-
ние, поскольку именно его члены представляют собой факторы, су-
щественные для процесса. 
 Применяя такую процедуру к уравнению движения, получают кри-
терии динамического подобия. Из их числа для случая стационарной 
теплоотдачи к потоку несжимаемой среды определяющими являются 
критерии Рейнольдса Re и Фруда Fr. 
 Критерии теплового подобия найдем, приведя к безразмерной 
форме уравнения энергии и теплоотдачи. Выразив размерные пара-
метры и операторы как произведения соответствующих безразмерных 
величин и масштабов, имеем 
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для уравнений энергии и теплоотдачи соответственно (первое из них 
записано для стационарного течения несжимаемой среды с пренеб-
режимо малым диссипативным тепловыделением). Здесь индексом 
«о» помечены масштабы, знаки «–» стоят над безразмерными пара-
метрами. Разделив размерные множители (составлены из масшта-
бов) каждого уравнения на один из них, получим 
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Теперь уравнения стали безразмерными. Каждое из них будет иден-
тичным у двух сравниваемых случаев теплоотдачи, если для этих 
случаев численно совпадут безразмерные комплексы из масштабов. 
Следовательно, эти комплексы являются критериями теплового по-
добия. Выясним их физический смысл. 
 Критерий Нуссельта 

o

ooNu
λ
α

=
l

     (12.4) 

является, по сути, искомой безразмерной величиной (безразмерным 
коэффициентом теплоотдачи). Его можно рассматривать как отноше-
ние удельных термических проводимостей теплоотдачи оα  и тепло-

проводности oо lλ  текучей среды. Согласно смыслу коэффициента 
теплоотдачи, критерий Нуссельта выражает отношение интенсивно-
стей конвективного теплопереноса и теплопроводности вблизи по-
верхности теплообмена. Случай 1Nu =  означает, что процесс теп-
лоотдачи осуществляется только теплопроводностью, поэтому крите-
рий Нуссельта характеризует увеличение интенсивности теплообме-
на возле стенки за счет конвекции текучей среды. Поскольку в крите-
рий Нуссельта входит искомая величина (коэффициент теплоотдачи), 
он является не определяющим, а определяемым критерием подобия. 
 Критерий Пекле 
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представляет собой определяющий критерий теплового подобия. Как 
видно из уравнения энергии, он выражает отношение удельных тер-
мических проводимостей конвекции ooо wcρ  и теплопроводности 

oо lλ  в потоке текучей среды. Следовательно, этот критерий явля-
ется мерой относительной роли «молярного» и молекулярного пере-
носа теплоты в потоке. 
 Заметим, что критерий Пекле можно представить в виде 
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где критерий Прандтля 
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целиком составлен из физических свойств среды и поэтому является 
безразмерной характеристикой их (иначе говоря, он безразмерно ха-
рактеризует физические условия однозначности). С учетом того, что 
критерий Рейнольдса Re  уже входит в систему критериев динамиче-
ского подобия, которые для задач конвективного теплообмена явля-
ются определяющими, здесь вместо критерия Пекле обычно исполь-
зуют критерий Прандтля. 
 Вторым критерием динамического подобия, существенным для 
рассматриваемых задач, есть критерий Фруда, если под массовой си-
лой понимать «подъемную» силу, вызванную нахождением в гравита-
ционном поле текучей среды с неоднородным (из-за теплообмена) 
распределением плотности ρ . Напряженность этой силы на единицу 

объема составит ( ) Тggg оо ∆βρ=ρ−ρ=ρ∆ , где g  – гравитаци-

онное ускорение, β  – коэффициент объемного расширения, Т∆  – 
температурный напор. Здесь принято, что изменение плотности 
вследствие неизотермичности отвечает зависимости 

( )Т1о ∆β−ρ=ρ . Отнеся эту напряженность к объемной напряжен-

ности сил инерции o
2
oо /w lρ , имеем ( )o

2
0п TgwFr l∆β= . 

 Использование критерия для подъемной силы в таком виде не-
удобно, поскольку здесь присутствует скорость движения среды, а 
наибольшую роль этот критерий играет в задачах естественной кон-
векции, когда указанная скорость не содержится в условиях одно-
значности. Для таких задач интенсивность и характер движения опре-
деляются отношением подъемной и вязкостной сил. Чтобы прийти к 

этому отношению, умножим пFr1  на 2Re : 

2
o

3
o

2
0

2
o

2
o

2
o

o Tgw
w

Tg
ν
∆β

=
ν

⋅
∆β lll

. 

Полученный безразмерный комплекс называют критерием Грасгофа: 

2
о

3
oTg

Gr
ν

∆β
=

l
.                                       (12.8) 

Если теплообмен происходит в условиях действия поля массовой си-
лы, отличной от гравитационной, то в критерий Грасгофа вместо g  
подставляют напряженность результирующего поля массовых сил 
(суммарное ускорение). 
 С учетом изложенного, результаты экспериментального исследо-
вания стационарной теплоотдачи к несжимаемой текучей среде сле-
дует оформлять в виде критериального уравнения 

( ),...XPr,,GrRe,fNu w= ,                      (12.9) 
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где wX  – безразмерная координата поверхности теплообмена; сим-
вол ... означает, что в уравнения могут входить дополнительные «па-
раметрические» критерии, безразмерно характеризующие геометри-
ческие и граничные условия однозначности (они имеют вид симплек-
сов – отношений однотипных масштабов). Определяющие критерии 

Pr,GrRe,  представлены комплексами характерных величин (мас-
штабов) процесса, значения которых также берут из условий одно-
значности. В отличие от них определяемый критерий Nu  содержит 
еще искомую величину α . 
 

12.2.2. Анализ размерностей в исследовании теплоотдачи 
 
 Структуру критериев подобия можно также установить, опираясь 
на представления анализа размерностей. В основе его лежат три 
теоремы: 

- всякое соотношение между размерными величинами можно 
привести к соотношению безразмерных величин; 

- размерности производных величин имеют форму степенного 
одночлена размерностей основных величин; 

- количество безразмерных комплексов, характеризующих про-
цесс, равно разности количеств производных и основных вели-
чин, существенных для процесса. 

 Последняя теорема позволяет проверить правильность использо-
вания анализа размерностей для поиска критериев подобия. «Техно-
логия» же поиска состоит в переходе от размерных величин к безраз-
мерным (этот переход допускает первая теорема) с применением 
второй теоремы. Предварительно следует установить полную систе-
му величин, существенных для данного явления. 
 Выполним упомянутый переход для стационарного случая вынуж-
денной конвекции жидкости в трубе. Понятно, что коэффициент теп-
лоотдачи зависит от обстоятельств течения (они определены харак-
терными размером oD  и скоростью oW ), а также от свойств жидко-

сти (ее плотности оρ , вязкости оµ , теплопроводности оλ , теплоем-

кости ос ). Характерные значения, или масштабы, величин (помечены 
индексом «о») указаны в условиях однозначности. Согласно второй 
теореме анализа размерностей, имеем 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] fedcba
oooooo cwD λµρ=α . 

 Выразим размерности всех параметров через размерности основ-
ных величин (длины, времени, массы, температуры), обозначив их 

T,M,t,L  соответственно. Вспоминая, что [ ] ( )КмВт 2 ⋅=α , 

[ ] сПа⋅=µ , [ ] ( )Км/Вт ⋅=λ , [ ] ( )Ккг/Джс ⋅= , причем с/ДжВт = , 
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2м/НПа = , мНДж ⋅= , 2с/мкгН ⋅= , получаем 
fedcb
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 Поскольку размерности правой и левой частей этого выражения 
должны совпадать, значения показателей степеней в обеих частях у 

T,M,t,L  должны быть одинаковы. Приравнивая упомянутые по-
казатели, получаем систему алгебраических уравнений: 

- для L:     0 = а + b - 3с - d + e + 2f; 
- для t:    -3 = -b - d - 3e - 2f; 
- для М:     1 = c + d + e; 
- для Т:    -1 = -e - f. 

Она содержит 6 неизвестных, поэтому два показателя степени следу-
ет задать. Принимая за таковые степени с и f, выражаем через них 
остальные показатели: e = 1 - f; d = f - c; b = c; a = c - 1. 
 Подставив полученные показатели в исходное выражение, имеем 

[ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ] ffc
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o
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µ
ρ=α . 

 Обобщая полученную степенную зависимость между размерно-
стями на сами величины, запишем: 

f
fc
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D
DА

λ

λ

µ

µ
ρ=α , 

где A  – числовой множитель. Объединив величины с одинаковыми 
показателями степени, получим 
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 Проверка показывает, что здесь все комплексы параметров явля-
ются безразмерными. Сравнивая их с выражениями (12.5) – (12.7), 
видим, что эти комплексы представляют собой критерии Нуссельта, 
Рейнольдса и Прандтля соответственно. Сама же зависимость (12.10) 
есть, согласно (12.9), основой критериального уравнения теплоотдачи 
при вынужденной конвекции жидкости в трубе. 
 Как видно, анализ размерностей позволил установить вид опреде-
ляющих критериев подобия ( )PrRe,  и безразмерного коэффициен-
та теплоотдачи (определяемого критерия Nu ). Этот анализ выявил 
также структуру критериального уравнения теплоотдачи (имеет вид 
степенного одночлена). Значения множителя A  и показателей степе-
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ни fc,  в этом уравнении не определены – их устанавливают по-

средством эксперимента. Те значения A , fc, , которые найдены в 
единичном опыте с некоторым диапазоном изменения определяющих 
и параметрических критериев, справедливы для всех сходных случа-
ев вынужденной конвекции, подобных исследованному (то есть 
имеющих значения указанных критериев, попадающие в упомянутый 
диапазон). 
 Аналогичная процедура для стационарной естественной конвек-
ции приводит к уравнению 

21 mm PrBGrNu = ,                            (12.11) 
где Gr  – число Грасгофа согласно (12.8). Здесь учтено, что при есте-
ственной конвекции обстоятельства течения определяются характер-
ным линейным размером oL  (например, высотой вертикальной стен-

ки) и комплексом Тg ∆β , входящим в формулу подъемной силы. 
 Сопоставление выражений (12.10) и (12.11) позволяет утверждать, 
что в тех случаях стационарной вынужденной конвекции, когда суще-
ственный вклад вносит конвекция естественная, основой критериаль-
ного уравнения теплоотдачи является выражение 

321 nnn PrGrReCNu = ,                        (12.12) 
где числовой множитель C  и показатели степени in  находят опыт-
ным путем. 
 В уравнения (12.11) и (12.12) могут также входить параметриче-
ские критерии, отражающие влияние геометрических и граничных ус-
ловий однозначности. 
 

12.2.3. Моделирование процессов теплоотдачи 
 
 Кроме обобщения результатов единичного опыта, теория подобия 
и анализ размерностей позволяют еще осуществлять эксперимен-
тальное исследование процессов конвективного теплообмена не в 
натурных условиях, а на физической модели с последующим перене-
сением результатов опыта на условия натуры. 
 Упомянутая модель представляет собой геометрически подобный 
натурному объект удобных размеров, в котором опытное изучение 
конвективного теплообмена ведут с (возможно) иными, чем в натуре, 
текучей средой и материалом стенки, отличным от натуры уровнем 
температуры, замененным «источником нагрева». Например, иссле-
дование теплоотдачи при охлаждении камеры ЖРД больших разме-
ров можно вести на уменьшенной копии камеры, выполненной из де-
шевого металла по упрощенной технологии, с нетоксичной текучей 
средой и при сниженной температуре стенки, нагрев которой осуще-
ствляют не за счет реакции горения компонентов топлива в камере, а 
посредством электроподогревателей. Тем самым достигаются суще-
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ственная экономия средств и улучшение условий проведения опыта. 
 Понятно, что результаты модельного эксперимента могут быть 
перенесены в условия натуры только в случае подобия натурного и 
смоделированного процессов. Согласно подразд. 12.2.1 и 12.2.2, для 
этого требуется геометрическое подобие натуры и модели, численное 
равенство параметрических критериев, отражающих граничные усло-
вия однозначности, а также такой диапазон изменения существенных 
для процесса параметров, при котором получаемые в модельном 
опыте значения определяющих критериев подобия были бы равны 
величинам соответствующих критериев, имеющимся в натурных ус-
ловиях. 
 Выполнить требование подобия геометрии и граничных условий, а 
также равенства критериев Рейнольдса и Грасгофа у модели и нату-
ры ( нм ReRe = ; нм GrGr = ) не так уж трудно. Сложнее обстоит 

дело с условием нм PrPr = . Оно серьезно ограничивает возмож-
ность замены текучей среды: у капельных жидкостей число Прандтля 
составляет от нескольких единиц до сотен, а у газов – от 0,67 до 1. 
Замену  рабочей среды затрудняет также зависимость физических 
свойств ее от температуры. Согласно теории подобия, упомянутая 
зависимость, представленная в безразмерном виде, должна быть 
одинакова у исходной и взятой сред. Однако такое совпадение на-
блюдается лишь в пределах некоторых групп сред в определенных 
интервалах температуры. 
 

12.2.4. Обработка результатов опыта в критериях подобия 
 
 Согласно подразд. 12.2.1 и 12.2.2, результаты экспериментального 
исследования процессов теплоотдачи выражают критериальными 
уравнениями вида (12.12), дополненными, в случае необходимости, 
параметрическими критериями, учитывающими геометрию и гранич-
ные условия. Численный множитель С  и показатели степеней in  на-
ходят методами математической статистики с применением ЭВМ. В 
простых случаях возможна «ручная» обработка результатов опыта с 
нанесением их в логарифмических координатах. 
 При обработке результатов опыта учитывают «устоявшиеся» ре-
комендации по учету воздействия некоторых граничных условий. Так, 
влияние величины термической нагрузки и направления теплового 
потока (нагрев или охлаждение текучей среды) чаще всего учитывают 

поправкой ( ) 25,0
wf PrPr , справедливой, по Михееву, как для ка-

пельных жидкостей, так и для газов. Здесь индексы «f» и «w» означа-
ют, что свойства рабочей среды при вычислении чисел Прандтля fPr  

и wPr  берут при характерных температурах fT  и wT . 
 Подчеркнем еще раз, что критериальное уравнение, полученное 
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обработкой результатов единичного опыта, справедливо только в тех 
диапазонах изменения определяющих и параметрических критериев 
подобия, которые имели место в ходе проведения опыта. Использо-
вание критериального уравнения возможно лишь при граничных ус-
ловиях того же типа (чаще всего constq =  или constT = ) и вы-
боре характерных параметров одного вида. Например, при исследо-
вании теплоотдачи в трубах за характерный линейный размер ol  мо-
гут быть приняты диаметр или длина трубы, а в качестве характерной 
температуры fT  взята температура среды на входе или ее средняя 
температура вдоль трубы. Важно также проследить, по какому коэф-
фициенту теплоотдачи определено число Нуссельта. 
 Локальный коэффициент теплоотдачи wfTq ∆=α  вычисля-
ют по текущим значениям плотности теплового потока q  и темпера-

турного напора wfT∆ , находя последний как x,fx,wwf TTT −=∆ , 

где x,wT  – местная температура стенки; x,fT  – среднемассовая 

температура текучей среды в рассматриваемом сечении. Для труб ее 
определяют по энтальпии потока среды в сечении 

∫ ∫ρρ=
сеч сечА А

x wdA/widAi . Если известно распределение тепло-

вого потока q  по длине трубы, можно использовать выражение 

( )dxmсqПTT
x

o
рвх,fx,f ∫±= & , где П  – периметр сечения трубы, 

m&  – массовый расход жидкости или газа. 

 Средний коэффициент теплоотдачи ( )wfпов TAQ ∆=α  

вычисляют по общему тепловому потоку Q  на поверхности теплооб-

мена повA  и среднему температурному напору wfT∆ , в качестве 
которого могут быть взяты следующие значения: 

среднеинтегральное   ( )∫ −=∆
l

l o
x,fx,wи dxTT1T ; 

среднелогарифмическое   
21

21
л TTln

TT
T

∆∆
∆−∆

=∆ ; 

среднеарифметические  ( ) 2TTT 21a ∆+∆=∆ . 

Здесь 1T∆  и 2T∆  – больший и меньший из температурных напоров 
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на входе и выходе: ( )вхfwвх TTT −=∆ ; ( )выхfwвых TTT −=∆ . 

Если известны локальные значения α , то средний коэффициент теп-
лоотдачи находят интегрированием: ( ) ∫α=α

повА
пов dAА1 , или 

( )∫ α=α
l
l

o
dx1  для труб и пластин. 

 Отметим в заключение, что сокращение числа аргументов при ис-
пользовании обобщенных переменных (критериев подобия) вместо 
исходных параметров не только облегчает обработку результатов 
опыта, но и упрощает само проведение эксперимента. 
 Действительно, при «обычном» проведении опыта необходимо 
найти зависимость искомой величины (коэффициента теплоотдачи) 
от всех влияющих параметров. Для этого следует выполнить соответ-
ствующее число серий опытов, причем в каждой серии должны оста-
ваться неизменными все параметры, кроме одного. При исследова-
нии теплоотдачи это требование не всегда выполнимо. Например, 
если параметр µ  изменять за счет изменения температуры, то значе-
ния параметров с,, λρ  не могут быть сохранены. Большие трудно-
сти возникают и при последующем подборе эмпирической зависимо-
сти, отражающей влияние всех параметров, если число их велико. 
 При использовании методов теории подобия и анализа размерно-
стей находят зависимость искомой величины не от всех влияющих 
параметров, а только от некоторых их комплексов (критериев подо-
бия), число которых всегда меньше числа параметров. Например, для 
развитой вынужденной конвекции (см. подразд. 12.2.2) имеем два оп-
ределяющих критерия вместо шести исходных влияющих парамет-
ров. Тем самым существенно сокращается число серий опытов. Кро-
ме того, при использовании критериев подобия снимается требование 
сохранения в данной серии опытов значений всех аргументов, за ис-
ключением изменяемого целенаправленно. Например, варьирование 
числа Прандтля посредством изменения температуры повлечет за 
собой изменение числа Рейнольдса вследствие зависимости 

( )Тµ=µ . Однако это не приведет к трудностям поиска функцио-
нальной связи чисел PrRe,,Nu . 
 

12.3. Модели типичных процессов конвекции  
в однофазной среде 

 
12.3.1. Естественная конвекция 

 
 Различают естественную конвекцию текучей среды в большом 
объеме и в ограниченном пространстве. В первом случае основой 
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критериального уравнения теплоотдачи является выражение (12.11), 
в котором постоянные В и im  есть функции положения теплообмен-
ной поверхности относительно вектора результирующего ускорения и 
режима движения среды (ламинарного, переходного или турбулентно-
го). В качестве характерного значения Т  здесь берут температуру 

fT среды вдали от стенки или среднеарифмическую температуру по-

граничного слоя ( ) 2TT fw + ; характерным линейным размером 
является «высота» теплообменной поверхности, отсчитываемая в на-
правлении вектора результирующего ускорения. Особенностью кри-
териального уравнения является равенство значений 1m  и 2m . 
 Например, результаты многочисленных исследований теплоотда-
чи при естественной конвекции у вертикальной стенки обобщены за-
висимостью 

( )mппп PrGrBNu = ,                           (12.13) 
где индекс «п» означает, что роль характерной величины играет упо-
мянутая выше температура пограничного слоя ( ) 2TTТ fwп += . 

Значения В и m  зависят от величины произведения PrGr . Та к, 

если 2
пп

3 105PrGr10 ⋅<<− , то влияние свободной конвекции 
невелико и теплоотдача определяется, главным образом, теплопро-
водностью (при этом 18,1B,8/1m == ). В случае 

7
пп

2 102PrGr105 ⋅<<⋅  имеем 54,0B,4/1m == ; здесь на-
блюдается развитая ламинарная конвекция. При 

13
пп

7 10PrGr102 <<⋅  режим течения в погранслое переходный и 

турбулентный, тогда 135,0B,3/1m == . Во всех исследованиях, 

обобщенных уравнением (12.13), число Прандтля 7,0Prп ≥ . 
 Упомянутое уравнение применимо и для горизонтальных труб, а 
также для шаров (здесь характерным размером служит диаметр). До-
пустимо использовать (12.13) и в случае горизонтально расположен-
ных плоских поверхностей, если за характерный размер принять 
меньшую длину поверхности. Однако здесь коэффициент теплоотда-
чи следует увеличить по сравнению с (12.13) на 30 %, когда возле по-
верхности возможна развитая естественная конвекция, и уменьшить 
на 30 %, когда такое движение затруднено. Например, при fw TT >  
первому случаю отвечает расположение среды над  горизонтальной 
поверхностью теплообмена, второму – под ней. 
 Теплообмен в результате естественной конвекции в ограниченном 
пространстве принято схематизировать передачей теплоты от горя-
чей стенки к холодной через разделяющий их зазор, заполненный те-
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кучей средой. Такой теплообмен зависит от вида зазора (различают 
вертикальные, горизонтальные, цилиндрические, сферические зазо-
ры) и взаимного расположения горячей и холодной стенок (в случае 
зазоров последних трех типов). Его описывают критериальными урав-
нениями вида (12.11), в которые для вертикальных зазоров вводят 

поправку ( )nh δ , где h  и δ  – высота и толщина зазора. 
 В инженерной практике допустимо использование единой для всех 
зазоров расчетной зависимости, основанной на формуле теплопро-
водности: 

( )
21 ww

экв TTq −
δ

λ
= .                           (12.14) 

Здесь λε=λ кэкв  – эквивалентный коэффициент теплопроводности 
в зазоре, учитывающий влияние естественной конвекции на теплооб-
мен q  между стенками, имеющими температуру 

1wT  и 
2wT  (λ  – ис-

тинный коэффициент теплопроводности среды). Поправку кε  пред-
ставляют функцией 

( )mffк PrGrВ=ε ,                              (12.15) 

где 105,0B =  и 3/1m =  при 6
ff

3 10PrGr10 << ; 4,0B =  и 

5/1n =  при 10
ff

6 10PrGr10 << . Если 3
ff 10PrGr < , влияни-

ем естественной конвекции пренебрегают ( )1к =ε . Индекс «f» озна-
чает, что при нахождении критериев Грасгофа и Прандтля в качестве 
характерной принята средняя температура среды в зазоре, условно 
вычисляемая как ( ) 2TTT

21 wwf += . Характерным линейным 

размером здесь служит толщина зазора δ . 
 

12.3.2. Вынужденное продольное обтекание плоской пластины 
 
 Гидравлический аспект этого обтекания и структуру динамического 
пограничного слоя рассматривают в гидрогазодинамике (погранслой 
включает участки ламинарного, переходного и турбулентного тече-
ний). Такая структура является обычной для погранслоя, хотя в неко-
торых случаях (высокая степень турбулентности набегающего потока, 
острая кромка пластин) пограничный слой может быть турбулентным 
по всей длине. 
 Если температура пластины wT  отличается от температуры пото-

ка fT , то параллельно с динамическим формируется тепловой по-

гранслой, определение которого дано в подразд. 12.1.3. Там же ска-
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зано, что в случае продольно обтекаемой пластины значения коэф-
фициента теплоотдачи можно найти аналитически, решая интеграль-
ные соотношения импульсов или энергии. 
 Для ламинарного пограничного слоя оба решения при 1Pr ≥  и 

условии constTw =  приводят к уравнению в критериях подобия, 

достаточно близкому к более общей зависимости 

( ) 25,0
wf

43,0
f

5,0
ff PrPrPrRe66,0Nu ll = ,           (12.16) 

полученной экспериментально (в случае условия constqw =  чи-

словой множитель заменяют на 0,5). Во всех числах подобия свойст-

ва среды взяты при температуре внешнего потока fT ; характерным 

линейным размером является длина пластины l . 
 Аналогичные решения для турбулентного погранслоя также дают 
результаты, хорошо согласующиеся с опытным уравнением 

( ) 25,0
wf

43,0
f

8,0
ff PrPrPrRe037,0Nu ll = .         (12.17) 

Как видно, показатель степени у числа Рейнольдса здесь значительно 
выше, чем в соотношении (12.16). Это обстоятельство отражает су-
щественную интенсификацию теплоотдачи при турбулентном режиме 
течения вследствие активного «поперечного перемешивания» объе-
мов текучей среды. Такая турбулентная интенсификация наблюдает-
ся не только при вынужденном обтекании пластины; она характерна 
для всех случаев конвективного теплообмена. 
 Критериальные уравнения (12.16) и (12.17) составлены для сред-

них по длине пластины чисел Нуссельта ffNu λα= ll . Локальный 

коэффициент теплоотдачи xα  изменяется вдоль пластины: он по-

степенно падает вследствие увеличения толщины пограничного слоя 

(кроме переходной области, где наблюдается рост xα  из-за возник-

новения турбулентности в погранслое). Формулы для расчета fxNu  

имеются в специальной литературе. 
 

12.3.3. Теплообмен при течении в трубах 
 
 В гидрогазодинамике это течение подразделяют на динамически 
стабилизированную область (развитое течение) и начальный (вход-
ной) участок. 
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 Аналогично поступают при рассмотрении теплоотдачи: зону фор-
мирования теплового погранслоя называют термическим начальным 
(входным) участком, а область после сечения, где тепловые погранс-
лои сомкнулись, считают зоной стабилизированного теплообмена. 
Упомянутые области показаны на рис. 12.2, а и б для случаев охлаж-
дения ( )wf TT

вх
>  и подогрева ( )wf TT

вх
<  текучей среды в трубе. 

Как видно, на термическом входном участке, кроме теплового погра-
ничного слоя, существует «термическое ядро» потока с постоянным 
по сечению значением температуры fT ; в стабилизированной облас-
ти температура среды изменяется по всему сечению (оно полностью 
занято тепловым погранслоем). 

 Длину динамического начального участка нl  всегда отсчитывают 

от входа в трубу, термического нтl  – от сечения, с которого начинает-
ся теплообмен (последнее не обязательно совпадает со входом). 
Ориентировочно можно принять, что при ламинарном режиме 

Prннт ll ≈ , а при турбулентном – термический начальный участок 
занимает 10…15 диаметров трубы. 
 Изменение интенсивности теплообмена по длине термического 
начального участка трубы сходно с тем, какое наблюдают при вынуж-
денном обтекании пластины. По мере увеличения толщины погранс-
лоя локальный коэффициент теплоотдачи хα  падает монотонно, ес-
ли течение ламинарно, и с зоной подъема в области перехода лами-
нарного динамического погранслоя в турбулентный. В зоне стабили-
зированного теплообмена величина хα  постоянна. 

 Значения локального коэффициента теплоотдачи хα  могут быть 
вычислены по аналитическим зависимостям, полученным для лами-

а б 

Рис. 12.2 

W

wT
fT

вхfT

W

wT
fT

вхfT
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нарного и турбулентного режимов течения. В специальной литературе 
приведены решения как в случае размещения термического началь-
ного участка в зоне динамически стабилизированного потока, так и 
при условии одновременного развития динамического и теплового по-
граничных слоев. Эти решения при ∞→х  позволяют найти коэф-
фициент теплоотдачи на участке стабилизированного теплообмена. 
 В инженерной практике чаще оперируют с критериальными урав-
нениями для среднего по длине трубы коэффициента теплоотдачи 
α , которые получены обобщением экспериментальных данных. Наи-
более известны уравнения Михеева: 

( ) lε⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

25,0

w

f1,0
ffd

33,0
f

33,0
fdfd

Pr
PrPrGrPrRe15,0Nu ; (12.18) 

lε⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

25,0

w

f43,0
f

8,0
fdfd

Pr
PrPrRe021,0Nu .       (12.19) 

      Первое из них получено для ламинарного течения, второе – для 
турбулентного. Здесь характерными величинами процесса являются 
диаметр d  трубы, расходная скорость течения и среднемассовая 
температура fT  текучей среды. Поправка на длину трубы 1>εl  

учитывает влияние на α  повышенных величин хα  на термическом 
начальном участке, которое наблюдается при относительных длинах 

50d <l ; значения lε  берут из справочников. 

 В уравнении (12.18) присутствует критерий fdGr , учитывающий 

влияние свободной конвекции на теплообмен (при ламинарном режи-
ме это влияние заметно). Например, вынужденное течение текучей 

среды вниз по трубе с fw TT >  сопровождается возникающим возле 

стенки восходящим свободно-конвективным движением, которое 
«турбулизует» пристеночный слой, вследствие чего теплоотдача воз-
растает. В уравнение (12.19) критерий Грасгофа не включен, так как 
при турбулентном течении перемешивание текучей среды столь ин-
тенсивно, что естественная конвекция практически не сказывается на 
теплоотдаче. 
 Уравнения (12.18) и (12.19) можно применять и для расчета теп-
лообмена в трубах с некруговым поперечным сечением. В этих случа-
ях вместо d  подставляют эквивалентный гидравлический диаметр 

ПА4dг = , где А  – площадь поперечного сечения с периметром П . 
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12.3.4. Теплоотдача поперечно обтекаемых труб 
 
 Вязкость среды и неравномерное вдоль «обвода» сечения рас-
пределение давления обусловливает весьма сложную картину попе-
речного обтекания труб. Из-за вязкости на «лобовой» части поверхно-
сти трубы возникает динамический погранслой, толщина которого на-
растает по обводу сечения, начиная от передней критической точки. 
При больших числах Рейнольдса ламинарный погранслой переходит 
в турбулентный. С неравномерным распределением давления связан 
отрыв пограничного слоя в «кормовой» зоне течения, где во внешнем 
потоке существует положительный градиент давления. Этот отрыв 
сопровождается образованием крупномасштабных вихрей и носит пе-
риодический характер. 
 Положение точки отрыва зависит от величины градиента давления 
и вида пограничного слоя (турбулентный погранслой устойчивее к от-
рыву). Опыт показывает, что в случае обтекания труб с круговым по-
перечным сечением ламинарный погранслой (формируется при 

5
fd 102Re ⋅< )  отрывается  еще  в  «лобовой»  зоне  течения 

( 80≈ϕ  град при отсчете угла от передней критической точки). От-
рыву турбулентного погранслоя, существующего при 

( ) 5
fd 105...2Re ⋅= , соответствует угол 120≈ϕ  град. 

 Такой характер обтекания приводит к существенной неравномер-
ности распределения локальных коэффициентов теплоотдачи ϕα  
вдоль обвода сечения. Ввиду нарастания толщины пограничного слоя 
значение ϕα  падает вдоль обвода, начиная от передней критической 
точки. В месте перехода ламинарного погранслоя в турбулентный ве-
личина ϕα  резко возрастает, а в дальнейшем вновь начинает падать. 
Второй подъем локального коэффициента теплоотдачи соответствует 
зоне отрыва пограничного слоя. 
 Для той части обвода кругового цилиндра, где погранслой примы-
кает к поверхности, имеются аналитические зависимости для ϕα , по-
лученные на основе теории пограничного слоя. 
 В инженерных расчетах обычно используют критериальные урав-
нения для среднего по обводу значения коэффициента теплоотдачи 
α , найденные обобщением результатов опыта. Например, Жукаускас 
рекомендует такие зависимости: 

( ) 25,0
wf

38,0
f

5,0
fdfd PrPrPrRe5,0Nu = ;             (12.20) 

( ) 25,0
wf

43,0
f

6,0
fdfd PrPrPrRe25,0Nu = .           (12.21) 
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Первая из них справедлива при 1000...5Refd = , вторая – при 
5

fd
3 102Re10 ⋅<< . Здесь в числах подобия характерными явля-

ются диаметр d  трубы, температура fT  и скорость fW  «набегающе-
го» потока. 
 Если угол ψ  между fW  и осью трубы отличается от 90 град, то в 

уравнения вводят поправку 1<εψ ; в диапазоне 30...90=ψ  град 

ψ−≈εψ
2cos54,01 . 

 На практике чаще имеют дело с конвективным теплообменом не 
единичного цилиндра, а системы («пучка») труб с коридорным и шах-
матным размещением («упаковкой»). В такой системе теплоотдача 
труб первого ряда близка к рассмотренной выше, ибо на него набега-
ет равномерный поток. Второй и последующие ряды обтекаются сре-
дой, «возмущенной» предшествующими трубами, поэтому теплооб-
мен здесь интенсивнее. Опыт показывает, что начиная с третьего ря-
да теплоотдача стабилизируется: значения α  для всех рядов далее 
примерно одинаковы. 
 Средний по обводу трубы коэффициент теплоотдачи α  вычисля-
ют по уравнениям вида (12.20) – (12.21) с поправками: ψε  – на угол 

натекания, tε  – на относительный шаг dt , iε  – на номер ряда в 
пучке. Значения числового множителя и показателя степени у крите-
рия Рейнольдса зависят не только от режима течения, но и от вида 
упаковки (коридорной или шахматной). 

 
12.3.5. Теплообмен при большой скорости движения газа 

 
 Как известно, большая скорость W  движения текучей среды при-
водит к проявлению ее сжимаемости. Степень этого проявления тем 
больше, чем выше значение критерия Маха aWM =  (здесь а  – 
скорость звука). 
 В сжимаемых средах возможно взаимопреобразование кинетиче-
ской и внутренней энергий, поэтому существенное проявление сжи-
маемости сказывается на конвективном теплообмене между потоком 
газа и поверхностью твердого тела. Действительно, торможение газа 
в пограничном слое, сопровождающееся переходом кинетической 
энергии во внутреннюю (тепловую), приводит к увеличению темпера-
туры газа в погранслое. 
 Степень этого «кинетического подогрева» оценивают по темпера-
туре газа непосредственно возле стенки при условии, что последняя 
теплоизолирована. Такую температуру восстановления, или «адиа-
батную температуру стенки», вычисляют по формуле 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+= 2

fr M
2

1kr1TТ ,                          (12.22) 

где fT  – температура газа вне погранслоя (в основном потоке); r  – 

коэффициент  восстановления ( )1r < , приближенно равный 
5,0

fPrr =  и 33,0
fPrr =  при ламинарном и турбулентном течениях 

соответственно. В случае больших чисел Маха температура газа 
вблизи стенки сильно отличается от fT . Например, при турбулентном 

течении воздуха с К288Tf =  и 6М =  температура восстановле-

ния равна K2133Tr = . 
 Кинетический нагрев газа в погранслое ведет к изменению его 
свойств, что сказывается на величине коэффициента теплоотдачи. 
Более того, значительное увеличение температуры пограничного 
слоя может «обратить» направление теплового потока. В самом деле, 
если значение rT  у потока с wf TT <  превысит wT , поток будет не 
охлаждать, а нагревать стенку. 
 Поэтому при расчете конвективного теплообмена между поверх-
ностью твердого тела и высокоскоростным потоком газа вносят изме-
нения не только в зависимости для коэффициента теплоотдачи, но и 
в закон Ньютона – Рихмана. Его следует записать в виде 

( )rwn TTq −α= ,                                    (12.23) 

поскольку теплообмен определяется разностью температуры стенки 

wT  и температуры слоя газа, непосредственно прилегающего к стен-

ке, а эта температура здесь равна rT . 
 Что касается зависимостей для расчета коэффициентов теплоот-
дачи,  то  в них естественно ввести дополнительные критерии подо-
бия – Маха М  и Пуассона kРо ≡ , где k  – показатель изоэнтропы. 
Именно они характеризуют проявление сжимаемости, которое и яв-
ляется причиной повышения температуры газа в погранслое, ведуще-
го к изменению его свойств. 
 Примером таких зависимостей может служить критериальное 
уравнение локальной теплоотдачи пластины, обтекаемой высокоско-
ростным потоком газа: 

11,0
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w4,0
w

8,0
wxwx M
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1kr1

T
T

PrRe029,0Nu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= .(12.24) 

Характерными величинами здесь являются температура стенки wT  и 
координата x , отсчитываемая от входной кромки. Уравнение обоб-
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щает результаты опытов при значениях 75
wx 102...105Re ⋅⋅=  

(турбулентный погранслой), числах Маха 4...7,1Mf = , величине 

температурного фактора ( ) 95,0...55,0TT rw = . 
 Существует и другой подход к учету изменения свойств газа в по-
граничном слое при большой скорости движения. Согласно Эккерту, 
значения коэффициента теплоотдачи можно вычислять по обычным 
критериальным уравнениям (представлены в предыдущих подразде-
лах), если свойства газа брать при «эффективной» температуре 

( ) ( )frfwэ TT22,0TT5,0T −++= .               (12.25) 

Этот подход также учитывает влияние «критериев сжимаемости» M  
и k , поскольку в эT  входит температура восстановления rТ . Он да-
ет удовлетворительные результаты в достаточно широком диапазоне 
чисел Маха, особенно если вычислять коэффициент восстановления 

в rТ  по зависимостям 5,0
эPrr =  и 33,0

эPrr = , то есть определять 

эT  методом последовательных приближений. 
 Однако метод эффективной температуры не учитывает явлений, 
которые возникают в случае диссоциации газа ( )10М >  и тем бо-

лее его ионизации ( )25М > . Расчету теплоотдачи в этих условиях 
посвящена специальная литература. 
 

12.4. Модели процессов теплообмена при фазовых переходах 
 

12.4.1. Теплоотдача при кипении в большом объеме 
 
 Кипением называют процесс интенсивного парообразования в ка-
пельной жидкости, для которого характерно периодическое возникно-
вение в ней новых поверхностей раздела фаз. Чтобы этот процесс 
реализовался, необходим определенный перегрев жидкости 

нffн TTT −=∆  над температурой насыщения нТ . 
 Такой перегрев можно обеспечить в любой точке жидкости, темпе-
ратура fT  которой близка к нТ  для имеющегося давления, если рез-
ко «сбросить» последнее. В результате жидкость вскипает по всему 
объему. Это «объемное кипение» мы не рассматриваем. 
 Дальнейшее изложение касается кипения на поверхности нагре-
ва, обусловленного подводом к ней теплового потока q . Здесь суще-
ственно перегревается лишь слой жидкости, непосредственно приле-
гающий к твердой поверхности. Этот перегрев можно характеризовать 
температурным напором нwwн TTT −=∆ , где wT  – температура 
поверхности нагрева (стенки). Именно от величины его зависят 
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интенсивность парообразования и вид поверхностей раздела фаз. 
 При малом значении q  упомянутый перегрев не может обеспе-
чить фазового перехода, так что теплота передается к жидкости есте-
ственной конвекцией (см. подразд. 12.3.1). По достижении требующе-
гося для кипения перегрева в пристеночном слое жидкости начинают 
образовываться поверхности раздела фаз. Вначале они имеют сфе-
рический вид: в случае смачивающей жидкости во впадинах микро-
шероховатости стенки возникают пузырьки пара, которые растут в ре-
зультате испарения в них жидкости. Когда радиус пузырька становит-
ся равным 

( )[ ]g01,0Ro ρ′′−ρ′σθ= , 
пузырек отрывается от поверхности нагрева и всплывает под дейст-
вием подъемной силы ( )gρ′′−ρ′ . Здесь θ  – краевой угол смачива-

ния в градусах; σ  – коэффициент поверхностного натяжения; ρ′  и 

ρ′′  – плотности жидкости и пара на линии насыщения; g  – гравита-
ционное ускорение. 
 Пузырьки «зарождаются» лишь во впадинах, размеры которых 
достаточны для размещения в них сферы с «критическим радиусом» 

( )[ ]нwнк TTrT2R −ρ′′σ= , 

характеризующим минимально возможный объем пузырька в момент 
зарождения (здесь r  – удельная теплота парообразования). Как вид-

но, кR  тем меньше, чем больше температурный напор wнT∆ , кото-

рый пропорционален плотности q  теплового потока на стенке. По-

этому с ростом q  все больше впадин микрошероховатости становят-

ся «центрами парообразования», и количество пузырьков пара увели-
чивается. Соответственно усиливается «перемешивание» пристеноч-
ного слоя жидкости пузырьками, обусловленное их ростом и отрывом. 
 По мнению большинства исследователей, именно это перемеши-
вание обеспечивает очень высокие значения коэффициентов тепло-
отдачи α  при таком пузырьковом кипении вследствие отвода от 

стенки теплоты перегрева wнТс ∆′  хорошо «турбулизованной» жид-

костью (c′ – удельная теплоемкость ее на линии насыщения). Далее 
теплота расходуется на испарение жидкости в пузырек в процессе его 
роста на стенке и последующего всплытия. Интенсивность теплооб-
мена при кипении тем выше, чем больше число центров парообразо-
вания и частота отрыва пузырьков. 
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 Однако увеличение количества действующих центров парообра-
зования приводит также к тому, что соседние пузырьки становятся все 
ближе. В конце концов они «сливаются», образуя сплошную паровую 
пленку на поверхности нагрева. При этом последняя оказывается от-
деленной от жидкости, вследствие чего коэффициент теплоотдачи 
резко падает: теплота передается к жидкости через слой пара с ма-
лой теплопроводностью. Непосредственный контакт жидкости со 
стенкой возможен только в момент периодических «прорывов» пленки 
(в виде крупных объемов пара) в толщу жидкости. Такой режим кипе-
ния называют пленочным; в силу малых значений α  его стараются 
избегать, когда процесс кипения организуют с целью передачи тепло-
ты от поверхности нагрева к жидкости. Переход от пузырькового ки-
пения к пленочному называют 
кризисом кипения. 

Изложенное  иллюстрирует 
типичная   «кривая  кипения»  
(рис. 12.3), характеризующая 
зависимость коэффициента те-
плоотдачи α  от температурного 
напора wнТ∆ . Область А  от-
вечает режиму свободной кон-
векции, В и С  – пузырькового и 
пленочного кипения соответст-
венно. Для воды при атмосфер-
ном давлении первая область 
ограничена температурным на-
пором К5Тwн=∆  (или 

23 м/Вт108,5q ⋅= ); кризис ки-
пения наступает при 

К25Тwн =∆  ( 25 м/Вт103,8q ⋅= ), здесь достигается максималь-

ное значение коэффициента теплоотдачи ( )Км/Вт103 24 ⋅⋅=α . 
 Наличие кривых кипения конкретных жидкостей позволяет полу-
чать простые зависимости для расчета коэффициентов теплоотдачи. 
Так, в случае воды участку кривой кипения, соответствующему разви-
тому пузырьковому кипению, отвечает степенная зависимость 

15,07,0 pq14,3=α ,                               (12.26) 
где давление бар40...1p = . 
 Обобщенные связи коэффициента теплоотдачи и определяющих 
факторов ищут, используя критерии подобия. Последние устанавли-
вают для пузырькового кипения, анализируя систему соответствую-
щих уравнений.  
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 Например, придерживаясь изложенных выше представлений о 
«механизме» процесса кипения, Кружилин проанализировал систему 
уравнений конвективного теплообмена в жидкой фазе, а также урав-
нения движения парового пузырька, уравнение теплообмена на его 
поверхности и уравнения, характеризующие число действующих цен-
тров парообразования. Анализ показал, что определяющими безраз-
мерными аргументами здесь являются критерий Якоба 

ρ′′
ρ′
⋅

∆′
=

r
TcJ wнa ,                                  (12.27) 

критерий Прандтля для жидкости нPr  и отношение двух характерных 

радиусов пузырька oк RR . Критерий Якоба (объемное число фа-
зового перехода) представляет собой энтальпию перегрева единицы 
объема жидкости, отнесенную к объемной теплоте парообразования. 
В последующем этот критерий и отношение oк RR  преобразованы 
в два других безразмерных комплекса, один из которых характеризует 
число действующих центров парообразования, а другой – частоту от-
рыва пузырьков. 
 Лабунцов обобщил обширный массив опытных данных по пузырь-
ковому кипению в большом объеме критериальным уравнением 
обычной структуры: 

33,0
н

n PrReBNu ∗∗ = .                              (12.28) 

Здесь число Нуссельта λ′α= ∗∗ lNu  и критерий Рейнольдса 

µ′ρ ′′= ∗∗ lкипWRe  построены по характерному линейному раз-

меру al JR5,0 к=∗ ; критерий Прандтля нPr  вычислен по теплофи-

зическим свойствам жидкости µ′ , с′, λ′  на линии насыщения. Тур-
булизация жидкости при кипении определяется интенсивностью па-
рообразования, поэтому модифицированный критерий Рейнольдса 

∗Re  включает приведенную «скорость кипения» (скорость отвода па-

ра) ( )ρ ′′= rqWкип , которая представляет собой количество 3м  

пара, образующегося в секунду на 2м  поверхности нагрева. Уравне-

ние (12.28) справедливо для диапазона 45 10...10Re −
∗ = , 

6,7...86,0Prн = ; в нем 0625,0B =  и 5,0n =  при 01,0Re <∗ , 

а в случае 01,0Re >∗  следует брать 125,0B =  и 65,0n = . 

 Плотность теплового потока крq , при которой наступает кризис 

кипения, находят по формуле Кутателадзе: 
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( ) ( )4
кр gr16,0...13,0q ρ′′−ρ′σρ′′= .              (12.29) 

 Изложенных выше представлений о механизме кипения придер-
живается большинство исследователей. Существуют и другие содер-
жательные модели процесса кипения; их можно найти в специальной 
литературе. 
 

12.4.2. Кипение при движении жидкости в трубах 
 
 Особенностью рассматриваемого случая является повышение 
температуры жидкости fT  по мере продвижения ее вдоль обогре-
ваемой трубы. В силу этого по длине трубы имеют место различные 
режимы теплоотдачи. 
 На входном (экономайзерном) участке нf TT < , и теплообмен 
подчиняется закономерностям вынужденной конвекции в трубах (см. 
подразд. 12.3.3). По достижении в пристеночном слое жидкости пере-
грева нf TT − , необходимого для кипения, здесь начинается образо-
вание паровых пузырьков (участок поверхностного кипения). Двух-
фазная зона потока постепенно увеличивается, пока не заполнит все 
сечение трубы (развитое пузырьковое кипение, или эмульсионный 
режим). Последующее увеличение перегрева приводит к образова-
нию больших пузырей, поперечный размер которых близок к диамет-
ру трубы (пробковый режим кипения). Когда такие пузыри-пробки 
«сливаются», центральная часть сечения трубы оказывается полно-
стью занятой паром, а жидкость располагается на стенке сравнитель-
но тонким слоем. Такой режим движения двухфазного потока назы-
вают стержневым (по пару), или кольцевым (по жидкости). Кипение 
кольцевого слоя жидкости сопровождается выбросом капель в поток 
пара и постепенным «оголением» стенки. В итоге все сечение трубы 
занимает паровой поток с находящимися в нем каплями жидкости. 
Этот влажный пар далее превращается в сухой и затем – в перегре-
тый. 
 Все сказанное касается вертикальных труб. В случае горизонталь-
ного расположения наблюдается нарушение осевой симметрии струк-
туры двухфазного потока. В частности, на режимах пробковом и 
стержневом жидкая и паровая фазы «расслаиваются» так, что паро-
вая часть потока занимает верхнюю зону сечения трубы. 
 Максимальные значения коэффициента теплоотдачи α  при кипе-
нии жидкости в трубах соответствуют стержневому режиму, когда 
термическое сопротивление создает лишь тонкий сильно турбулизо-
ванный слой жидкости на стенке. Однако этот режим чреват возмож-
ным оголением стенки, что влечет за собой резкое уменьшение α  и 
рост температуры поверхности обогрева. Поэтому устройства с кипе-
нием жидкости в трубах обычно проектируют в расчете на реализа-
цию эмульсионного и пробкового режимов. 
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 Для них коэффициенты теплоотдачи чаще всего вычисляют по ин-
терполяционной формуле Лабунцова: 

( ) ( )qwqww 54 α−αα+α=αα .               (12.30) 

Здесь α , wα , qα  – коэффициенты теплоотдачи соответственно: 

при кипении движущейся жидкости ( )α , при вынужденной конвекции 

однофазной жидкости ( )wα , при развитом пузырьковом кипении в 

большом объеме ( )qα . Эту формулу используют при 

2...5,0wq =αα ; в случае 5,0wq <αα  теплоотдача полно-

стью соответствует вынужденной конвекции ( )wα=α , а при 

2wq >αα  интенсивность теплообмена определяется только ки-

пением ( )qα=α . Формула (12.30) составлена для потоков с паро-

содержанием 7,0≤β  (β  представляет собой отношение объемных 
расходов пара и парожидкостной смеси). 
 

12.4.3. Теплоотдача при конденсации пара 
 
 В теплотехнических устройствах конденсация пара, то есть пре-
вращение его в жидкость, чаще всего происходит при соприкоснове-

нии пара со стенкой, температура которой wT  ниже температуры на-

сыщения нT . Обычно имеют дело с пленоч-

ной конденсацией, когда образующаяся жид-
кость стекает по стенке в виде пленки с по-
степенно увеличивающейся толщиной δ  
(рис. 12.4). 
 Фазовому переходу соответствует скачок 
температуры фпТ∆ , который в большинстве 

случаев пренебрежимо мал (~ 0,03 К для во-
дяного пара при атмосферном давлении). 
Поэтому температуру поверхности пленки 
считают равной нT , что при линейном рас-
пределении температуры позволяет выра-
зить тепловой поток от пара к стенке форму-
лой (11.13): ( ) δλ−= wн TTq . Здесь λ  – 
коэффициент теплопроводности конденсата, Рис. 12.4 
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δ  – толщина пленки (считаем, что перенос теплоты осуществляется 
только теплопроводностью при const=λ ).  В  то же время по зако-
ну Ньютона – Рихмана ( )wн TTq −α= . Сравнение записанных 

выражений дает δλ=α . Следовательно, для вычисления коэф-
фициента теплоотдачи при пленочной конденсации необходимо знать 
толщину пленки. 
 Теоретическую зависимость для δ  пленки, ламинарно стекающей 
по вертикальной стенке, впервые получил Нуссельт из условия ра-
венства сил трения и тяжести (силы инерции и поверхностного на-
пряжения, а также взаимодействие пленки с паром Нуссельт не учи-
тывал). Его решение приводит к следующей формуле для среднего по 
высоте стенки h  коэффициента теплоотдачи: 

( )

25,0

wн

32

hTT
rg943,0 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−µ
λρ=α .                   (12.31) 

Здесь g  – гравитационное ускорение, ρ  и µ  – плотность и динами-
ческий коэффициент вязкости конденсата, r  – теплота фазового пе-
рехода; все теплофизические свойства конденсата приняты неизмен-
ными по толщине пленки. 
 Формуле (12.31) эквивалентно критериальное уравнение 

( ) 25,0
hh KuPrGa943,0Nu = ,                   (12.32) 

где число Нуссельта λα= hNuh  определено по высоте стенки h , 

критерий Галилея 232
h ghGa µρ=  характеризует отношение 

массовой силы к силе вязкости, критерий Прандтля вычислен по 
свойствам конденсата ( )λµ= cPr , а критерий Кутателадзе 

wнTcrKu ∆=  представляет собой массовое число фазового пе-

рехода, найденное по температурному напору нwwн TTT −=∆ . 

Значения λ , ρ , µ , c  целесообразно брать при температуре 

( ) 2TT нw + . 

 Если заметить, что число Рейнольдса µδρ=δ WRe  в рас-
смотренном случае напрямую выражается через коэффициент тепло-
отдачи α , то уравнение (12.32) можно переписать в виде 

( ) 75,025,0
h KuPrGa943,0Re −

δ = .                 (12.33) 
Действительно, массовый расход конденсата на единицу ширины 
пленки δρ= Wm&  в сечении hx =  определяется количеством 
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сконденсированного пара: rhTm wн∆α=& . Поэтому имеем 

( ) ( )KuPrNurhTRe wн =µ∆α=δ . 
 Более поздние решения учитывали наличие силы инерции и кон-
вективный перенос теплоты в пленке. Сравнение их с формулой Нус-
сельта (12.31) подтверждает ее справедливость при 5Ku > , 

100Pr < . Если значения критериев подобия не отвечают этому 
диапазону, в формулу вводят поправки на влияние упомянутых фак-
торов. 
 При больших температурных напорах следует учесть зависимость 
теплофизических свойств конденсата от температуры. Это можно 
сделать, введя в формулы (12.31) – (12.33) множители Михеева 

( ) 25,0
wн PrPr  или Лабунцова   ( ) ( ) 81

wн
83

нw µµλλ . 

 Приведенные выше уравнения соответствуют строго ламинарному 
течению, которое сохраняется лишь в случае весьма малых чисел 
Рейнольдса. Уже при 8...3Re ≈δ  на поверхности пленки начинают 
появляться волны. Наложение их на ламинарную пленку изменяет ин-
тенсивность теплообмена. Для учета этого обстоятельства Лабунцов 

рекомендует поправочный множитель 04,0
в Reδ=ε . 

 Волновое течение переходит в турбулентное при 
400Re100 << δ . Если число Рейнольдса больше указанных зна-

чений, на последовательно расположенных участках пленки наблю-
даются ламинарный, волновой и турбулентный режимы течения. Для 
такого общего случая средний коэффициент теплоотдачи вычисляют 
по критериальному уравнению: 

( ){
( )[ ]} .2300KuPrGa

PrPrPr024,089Re
341

нн
31

hн

25,0
wн

5,0
нн

−×

×+=

−

δ
            (12.34) 

Индекс «н» означает, что теплофизические свойства конденсата взя-
ты при температуре насыщения нТ . 
 Приведенные соотношения пригодны и для расчета пленочной 
конденсации неподвижного пара на внешней поверхности горизон-
тальной трубы, если в критериях Ga , Nu , δRe  заменить высоту 

стенки h  на диаметр трубы d . 
 Более сложные случаи конденсации (наличие движения пара вне 
и внутри труб, ослабленная гравитация, конденсация из парогазовой 
смеси, капельная конденсация и др.) рассмотрены в специальной ли-
тературе.  
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Глава 13. МОДЕЛИ ПРОЦЕССОВ ТЕПЛООБМЕНА ИЗЛУЧЕНИЕМ 
 

13.1. Закон Стефана – Больцмана 
 

13.1.1. Исходные понятия и определения 
 
 Теплоперенос излучением (радиация) включает: преобразование 
внутренней энергии вещества в энергию излучения, перенос ее в про-
странстве посредством электромагнитных волн (дискретными «пор-
циями» – фотонами) и поглощение этой энергии веществом с пре-
вращением во внутреннюю энергию. 
 При решении практических задач лучистого теплообмена не рас-
сматривают детали взаимопреобразования внутренней энергии и 
энергии электромагнитного поля, равно как и вопросы переноса энер-
гии этим полем. Здесь тепловое излучение описывают (по аналогии с 
геометрической оптикой) системой тепловых лучей, распространяю-
щихся во всех направлениях прямолинейно в сплошной среде, свой-
ства которой характеризуют коэффициентами излучения и поглоще-
ния (они являются функциями состояния). Такой метод применим, ко-
гда характерный линейный размер задачи много больше длины вол-
ны излучения λ , а время процесса значительно превышает период 
колебания всех частот, содержащихся в излучении. В большинстве 
инженерных задач это требование выполняется. 
 Твердые и жидкие тела, как правило, непрозрачны для тепловых 
лучей; они излучают и поглощают в очень тонком слое, непосредст-
венно примыкающем к поверхности. Поэтому процесс здесь рассмат-
ривают как поверхностный и все его характеристики относят к едини-
це площади поверхности. 
 Газы, особенно трех- и многоатомные, излучают и поглощают теп-
ловые лучи во всем своем объеме, так что количественные характе-
ристики процесса в этом случае относят к единице объема. 
 Различают интегральное и спектральное излучение. Интеграль-
ным называют излучение во всем диапазоне длин волн, спектраль-

ным – излучение в узком интервале от λ  до λ+λ d . 
 Поверхностной плотностью потока интегрального излучения 

2м/Вт,E , называют полное количество лучистой энергии, излу-

чаемой в полусферу единицей площади поверхности в единицу вре-

мени: dFdQЕ = . Та же величина для спектрального излучения 

соответствует единичному интервалу длин волн: λ=λ ddEE . 

Очевидно, что полный поток теплового излучения ∫=
F
EdFQ , а ве-
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личину Е  можно определить как λ∫=
∞

λdEE
0

 (пределы интегриро-

вания могут быть изменены на диапазон длин волн 8,0...108,0 3−⋅  м, 
соответствующий тепловым лучам). 
 Энергия теплового излучения, падающего на твердое или жидкое 
тело, может поглощаться, отражаться или пропускаться телом: 

пропотрпоглпад ЕЕЕЕ ++= . Отношения соответствующих коли-

честв энергии к падающей энергии называют поглощательной А , 
отражательной R  и пропускательной D  способностями тела. 

Очевидно, что 1DRA =++ . 
Тело с 1A =  именуют абсо-
лютно черным, с 1R =  – аб-
солютно белым, с 1D =  – аб-
солютно прозрачным. 
 Для нечерных тел сущест-
вует понятие эффективного 
излучения, являющегося сум-
мой собственного и отражен-
ного излучений (рис. 13.1): 

отрсобэф ЕЕE += . 

 В случае газовых тел вво-
дят соответствующие объем-
ные характеристики излучения. 

Так, объемной плотностью потока излучения называют количество 
лучистой энергии, испускаемой единицей объема среды в единицу 
времени по всем направлениям в пределах сферы: dVdQ=η , 

dVdQλλ =η . Роль величин A  и R  здесь играют коэффициенты 

поглощения и рассеивания: падпогл ηη=α , падрас ηη=β ; их 

сумму называют коэффициентом ослабления k . 
 Важное значение в теории радиационного теплообмена играет по-

нятие абсолютно черного тела ( )1А = , законы излучения которого 

лежат в основе всех расчетов лучистого теплообмена. Излучение ре-
альных тел обычно выражают через излучение абсолютно черного 
тела. Так, вводят интегральные и спектральные степени черноты 

оЕЕ=ε , 
о

ЕЕ λλλ =ε  (здесь и далее индексом «о» помечены 

характеристики абсолютно черного тела). 

эфЕ

Рис. 13.1 
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 Степень черноты зависит от природы тела, состояния его поверх-
ности, температуры. Поглощательная и отражательная способности 
твердых тел зависят также от распределения падающего излучения 
по длинам волн. 
 

13.1.2. Основной закон лучистого теплообмена 
 
 Таковым является закон Стефана – Больцмана, связывающий 
поверхностную плотность потока интегрального излучения абсолютно 
черного тела с его температурой: 

4
оо ТЕ σ= ,                                         (13.1) 

где ( )428
о КмВт106687,5 ⋅⋅=σ −  – коэффициент излучения 

абсолютно черного тела (постоянная Стефана – Больцмана). С ис-
пользованием этого закона построено большинство инженерных ме-
тодик расчета лучистого теплообмена. 
 Излучение абсолютно черного тела характеризуется непрерывным 
спектром с максимумом, положение которого по длинам волн опреде-

ляет закон Вина: ( ) Км10896,2T 3
max ⋅⋅=λ − . Излучение реаль-

ных тел всегда меньше по спектральной интенсивности, чем излуче-
ние абсолютного черного тела, при тех же значениях λ  и Т . Многие 
тела излучают тепловую энергию в небольших интервалах длин волн, 
имея прерывистый спектр (особенно это относится к газам при уме-
ренных температурах). 
 Выполняя практические расчеты, излучение и поглощение реаль-
ных тел приближенно рассматривают как соответствующие характе-
ристики «серого тела». Таковым называют тело, спектр излучения 
которого непрерывен и подобен спектру абсолютно черного тела при 

той же температуре, а спектральная степень черноты λε  постоянна 

во всем диапазоне длин волн и не зависит от температуры (так что 

ε=ελ ). 

 Закон Стефана – Больцмана применим к серым телам с поправкой 
на степень черноты ε : 

44
о ТТЕ σ=εσ= ,                                 (13.2) 

где оεσ=σ  – коэффициент излучения серого тела. 

 Еще один важный закон лучистого теплообмена установлен Кирх-
гофом. Согласно ему, при равновесном излучении отношение вели-

чин Е  и А  любого тела равно плотности потока излучения абсолют-
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но черного тела при той же температуре: оЕАЕ = , 

о
ЕАЕ λλλ = . Поскольку ε=оЕЕ , λλλ ε=

о
ЕЕ , закон 

Кирхгофа можно записать в виде 

А=ε ; λλ =ε А ,                                (13.3) 
то есть при равновесном излучении степень черноты тела равна по-
глощательной способности. 
 

13.2. Лучистый теплообмен между поверхностями твердых тел 
 
 При расчете такого теплообмена обычно используют концепцию 
серых тел, разделенных абсолютно прозрачной (диатермичной) сре-
дой. Учитывают также, что каждое из тел «посылает» другому не 
только собственное излучение согласно (13.2), но и отраженную часть 
попавшего на рассматриваемое тело потока теплоты, излученного 
другим телом (то есть тела «обмениваются» эффективным излучени-
ем). 
 Разность этих эффективных излучений эфЕ  каждого из тел и оп-

ределяет величину итогового теплопереноса между телами: 

21 эфэф21 ЕEq −=→ .                           (13.4) 

С учетом соотношений qFQ = , отрсобэф ЕЕЕ += , 

4
особ ТЕ εσ= , RЕЕ падотр = , 1RA =+ , ε=A  выражение 

(13.4.) можно привести к виду 

( )4
2

4
1pопр21 TTFQ −σε=→ ,                      (13.5) 

где 21Q →  – полный тепловой поток между телами 1 и 2, имеющими 

площади поверхностей 1F  и 2F ; прε  – приведенная степень черноты 

системы рассматриваемых тел; pF  – расчетная площадь теплообме-

на (в качестве ее обычно берут площадь поверхности одного из тел). 
 Центральной проблемой расчета теплообмена излучением между 
твердыми телами является определение приведенной степени чер-
ноты системы при выбранной расчетной площади теплообмена. В 
общем случае приведенная степень черноты прε  зависит от степе-

ней черноты тел, участвующих в теплообмене, формы их поверхно-
стей, взаимного расположения тел и расстояния между ними. 
 Наиболее простой является система, состоящая из двух близко 
расположенных параллельных стенок со столь большими поверхно-
стями, что излучение каждой из них полностью попадает на другую. 
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Поскольку стенки неограниченны, здесь целесообразно работать с 
плотностями тепловых потоков. 
 С учетом записанных выше соотношений имеем для тепловых по-
токов, посылаемых стенками 1 и 2: 

( ) 211эф1 qА1ЕEq
1

−+== ; 

( ) 122эф2 qА1ЕЕq
2

−+== , 

откуда 

2121

2121
1 AAAA

EAEEq
−+
−+

= ;  
2121

1221
2 AAAA

EAEEq
−+
−+

= . 

Пусть 21 TТ > , тогда результирующий тепловой поток будет равен 

2121

2112
2121 AAAA

EAEAqqq
−+
−

=−=→ , 

или 
( ) ( )

1A1A1
EA1EA1q

12

2211
21 −+

−
=→ . 

В силу законов Стефана – Больцмана ( )4
оТЕ εσ=  и Кирхгофа 

( )ε=А  окончательно получаем 

( )4
2

4
1опр21 ТТq −σε=→ , 

где приведенная степень черноты 

111
1

21
пр −ε+ε
=ε .                              (13.6) 

 Как видно, в простейшем случае параллельных стенок приведен-

ная степень черноты определяется только величинами іε  поверхно-

стей излучения. К такой системе можно приближенно свести доста-
точно много реальных сочетаний тел, участвующих в лучистом тепло-
обмене. 
 Другая часто встречающаяся упрощенная система – совокупность 
двух тел, одно из которых полностью охвачено поверхностью другого 
(внешнего) тела. В этом случае излучение внутреннего тела 1 полно-
стью попадает на поверхность охватывающей оболочки 2, а тепловой 
поток, посылаемый оболочкой, частично «переизлучается » на нее 
саму. Такая особенность системы учитывается соотношением для 
приведенной степени черноты, которое имеет вид 
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1

22

1

1
пр 11

F
F1

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ε
+

ε
=ε ,                        (13.7) 

если в качестве расчетной площади теплообмена pF  в зависимости 

(13.5) принять площадь поверхности внутреннего тела 1F . 
 Для более сложных систем (рис. 13.2) приведенную степень чер-
ноты обычно находят по формуле ϕεε=ε ~

21пр , где коэффициент 

облученности 

21
F F

2
21

p
dFdF

r
coscos

F
1~

1 2
∫ ∫

π

ϕϕ
=ϕ                    (13.8) 

учитывает основные характеристики системы тел: размер и форму 
поверхностей, их взаимное расположение, включая расстояние r  ме-

жду элементами idF  поверхностей. 
Для наиболее часто встречающихся 
систем коэффициенты облученности 
уже вычислены; их значения можно 
найти в справочниках. 
 Если необходимо уменьшить те-
плообмен излучением, между «уча-
стниками» процесса устанавливают 
радиационно непрозрачные раздели-
тельные экраны с большой отража-
тельной способностью (то есть с ма-
лой величиной А , или, согласно за-
кону Кирхгофа, с малой степенью 
черноты ε ). 
 Оценим «заградительное» дейст-
вие экранов на примере рассмотрен-
ной ранее системы двух параллель-

ных бесконечных стенок. Для простоты примем, что степени черноты 

стенок 1 и 2, а также экрана «э» одинаковы: ε=ε=ε=ε э21 . Тогда 

приведенная степень черноты всех систем (1 – э, э – 2 и 1 – 2 без эк-

рана), согласно формуле (13.6), будет равна ( )121пр −ε=ε . В 

силу стационарности процесса тепловые потоки 

( )4
э

4
1опрэ1 ТТq −σε=  и ( )4

2
4
эопр2э ТТq −σε=  одинаковы и 

равны результирующему тепловому потоку ( )э12q . Выразим из запи-

2dF
2n

2ϕ

1ϕ r
1n

1dF
Рис. 13.2 



 55

санных соотношений разности 4
э

4
1 ТТ −  и 4

2
4
э ТТ −    через ( )э12q , 

далее просуммируем их, в итоге получим 

( ) ( )4
2

4
1опрэ12 ТТ5,0q −σε= . 

 Сопоставление этой формулы с полученной ранее зависимостью 
для 12q параллельных стенок без разделительного экрана показыва-

ет, что один экран с 21э ε=ε=ε  уменьшает тепловой поток в 2 
раза. Можно показать, что при установке n  таких экранов поток теп-
лоты сокращается в ( )1n +  раз. При произвольных степенях черноты 
стенок и экранов будет 

( )

( )∑ −εε+
=

=

n

1i
эпр

12

э12

121

1
q
q

i

,                       (13.9) 

где прε  – приведенная степень черноты системы без экранов соглас-

но (13.6) 
 Заметим, что вывод о полезности установки экранов сохраняет 
силу и при высоких значениях эε , включая предельный случай 

1э =ε . Однако уменьшение степени черноты экранов существенно 
сказывается на эффективности их установки. Так, один экран из стали 
листовой шлифованной, имеющий, как и стенки из того же материала, 
степень черноты 56,0=ε , уменьшает тепловой поток в 2 раза, а эк-

ран из полированного алюминия с 045,0э =ε  при 56,021 =ε=ε  
сокращает поток теплоты уже в 18 раз. 
 

13.3. Теплообмен излучением между газом и оболочкой 
 
 Тепловая радиация газа зависит от его состава и термодинамиче-
ского состояния. Спектр излучения газа, как указывалось ранее, пре-
рывист. Он состоит из линий, полос и непрерывных участков, распо-
ложенных в широком диапазоне длин волн, что объясняется вкладом 
излучения всех составляющих газа (молекул, атомов, ионов). 
 Радиационные свойства газа характеризуют посредством коэф-
фициентов излучения, поглощения и рассеивания (последний коэф-
фициент вводят для газов, содержащих твердые или жидкие частицы, 
когда газ приобретает свойства дисперсной среды). Одноатомные га-
зы и двухатомные, состоящие из однородных атомов (N2, O2, H2), 
имеют малую излучательную и поглощательную способности. Поэто-
му в инженерных расчетах их обычно рассматривают как прозрачные 
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среды. Значительной способностью излучать и поглощать лучистую 
энергию обладают многоатомные газы, в частности СО2 и Н2О (они 
входят в состав продуктов сгорания углеводородных топлив). Для та-
ких газов указанный выше подход неприемлем, и если они находятся 
между твердыми телами, то представленные в подразд. 13.2 зависи-
мости для расчета теплового взаимодействия поверхностей непри-
годны. 
 При корректной постановке задачи здесь следует решать уравне-
ние переноса энергии в излучающе-поглощающей среде: 

( )λλλλ −= IIddI
o

al , 

где λI  – спектральная интенсивность излучения в направлении l ; 

o
Iλ  – то же для абсолютно черного тела, находящегося при темпера-

туре газа; λa  – спектральный коэффициент поглощения (относитель-
ное изменение уменьшения интенсивности излучения на единицу 
длины луча). Для сред, где происходит еще и рассеивание излучения, 
уравнение переноса существенно усложняется, превращаясь в интег-
родифференциальное. 
 Инженерные теплотехнические расчеты обычно ведут с использо-
ванием осредненных характеристик газового объема, таких как сум-
марная энергия его излучения и суммарное поглощение им внешнего 
лучистого потока. Эти характеристики, в принципе, могут быть полу-
чены решением записанного выше уравнения переноса энергии при 
соответствующих граничных условиях. Однако такой путь реализуют 
крайне редко ввиду его сложности. На практике используют экспери-
ментальные данные по собственному излучению газов, а также их 
способности поглощать падающее излучение окружающих стенок. 
Эти данные обычно представлены в справочниках в виде номограмм. 
 Поскольку излучение и поглощение газов носят объемный харак-
тер, соответствующие свойства газа зависят от толщины слоя среды 
и концентрации излучающих и поглощающих объектов (молекул, ато-
мов, ионов). Поэтому коэффициенты теплового излучения газового 
объема зависят от произведения парциального давления р  на сред-

нюю длину луча l  в пределах слоя газа. Если собственное излучение 

газового объема вычислять по соотношению 4
of Tq σε= , то сте-

пень черноты газа fε  будет еще и функцией температуры, так как из-
лучаемая газом энергия пропорциональна абсолютной температуре в 
степени, меньшей четырех. 
 Номограммы для fε  составлены таким образом, что вычисляемая 
по приведенной формуле плотность теплового потока q  будет опре-
делять излучение, проходящее через единичную площадку из окру-
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жающей ее газовой полусферы. В этом случае длина пути луча l  по 
всем направлениям одинакова и равна радиусу полусферы. Излуче-
ние других объемов можно заменить излучением такой эквивалентной 
газовой полусферы, если радиус ее вычислить как FV6,3=l , где 
V  – величина рассматриваемого объема, F – площадь поверхности 
его оболочки. 
 Номограммы ( )lp,Tff =ε  обычно имеются для СО2 и Н2О. 
Степень черноты для смеси этих газов 

OHCOOHCOf 2222
εε−ε+ε=ε ;                  (13.10) 

последний член здесь учитывает взаимопоглощение из-за частичного 
совпадения полос излучения и поглощения в спектрах СО2 и Н2О. 
Степень черноты  

2СОε  берут непосредственно по номограмме, а 

величину ОН2
ε  вычисляют с использованием формулы 

( ) n
ОНОН 22

11 ε′−−=ε , где значения ОН2
ε′  и n  определяют по 

номограммам (последнее соотношение учитывает более сильное 
влияние парциального давления р  по сравнению с длиной пути луча 

l  для Н2О). 
 Изложенное позволяет определить собственное излучение газово-
го объема. Если последний окружен оболочкой, необходимо учиты-
вать излучение стенок, частичное поглощение его газом и отражение 
от стенок излучения газа. Такие расчеты требуют знания коэффици-
ента fwА  поглощения газового объема по отношению к эффектив-
ному излучению стенок; они достаточно приближенны. 
 Упомянутый коэффициент fwА  не является физической характе-
ристикой газа, поскольку зависит от спектра падающего излучения и 
температуры стенок. Только при равновесном излучении ( )wf TT =  
он становится таковой, ибо в соответствии с законом Кирхгофа будет 

ffA ε= . 

 Для величины fwА  газового объема, имеющего везде температу-

ру fT , по отношению к излучению абсолютно черной оболочки с тем-

пературой wT  получены эмпирические зависимости: 

( ) 65,0
wffwfw TTA ε′= ; ( ) 45,0

wffwfw TTA ε′= ,     (13.11) 

из которых первая отвечает СО2, а вторая – Н2О. Здесь fwε′  – степень 

черноты газового объема при температуре wT , действительной 
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средней длине луча и «пересчитанном» парциальном давлении 
( )fw TTpр =′ ; значения fwε′  находят по номограммам. 

 Если определять fwА  согласно зависимостям (13.11), то плот-
ность лучистого потока от газа к «серой» стенке: 

( )4
wf

4
ffow TATq

w
−εσε′= ,                      (13.12) 

где приведенная степень черноты стенки ( )ww 15,0 ε+=ε′  учиты-
вает первые отражения (последняя формула справедлива при степе-
ни черноты стенки 8,0w ≥ε ). 
 Некоторые авторы рекомендуют определять приведенную степень 
черноты стенки по выражению 

( )( )[ ]fwww 111 ε−ε−+ε=ε′ ,                    (13.13) 

а значение fwА  принимать равным степени черноты газа fε , под-

считанной при температуре стенки wT . 
 Рекомендуемые выше расчетные соотношения пригодны в случае 
неизменных значений температур газового объема и оболочки. Если 
поле температуры газа неоднородно, а различные части поверхности 
оболочки имеют разные оптические характеристики и значения тем-
пературы, ситуация существенно усложняется. Выходом из нее может 
быть использование зонального метода, когда газ и оболочку делят 
на определенное число объемов и площадок, которые можно считать 
изотермными. Для каждой такой ячейки записывают уравнения ба-
ланса энергии, после чего полученную систему уравнений решают от-
носительно неизвестных лучистых потоков теплоты. 
 Еще сложнее ситуация при описании излучения движущегося газа 
и горения в нем твердых или жидких частиц. Такие задачи характерны 
для камер сгорания двигателей летательных аппаратов. Методы их 
решения рассмотрены в специальной литературе. 
 

Глава 14. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПРОЦЕССОВ 
СЛОЖНОГО ТЕПЛООБМЕНА 

 
14.1. Передача теплоты через стенку 

 
14.1.1. Исходные положения 

 
 Сложным называют теплообмен, при котором одновременно при-
сутствуют рассмотренные в главах 11, 12, 13 процессы переноса теп-
лоты посредством теплопроводности, конвекции, излучения (все сра-
зу или два из них). Процессы могут протекать как в одной и той же 
части пространства, так и в разных, но примыкающих друг к другу час-
тях, составляющих единую расчетную область. 
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 В инженерной теплопередаче задачи сложного теплообмена 
обычно упрощают: при протекании в одной части пространства раз-
личных процессов вводят принцип их аддитивности, а в случае реа-
лизации процессов в разных областях один из них заменяют соответ-
ствующим граничным условием или дополнительным членом в урав-
нении теплообмена. 
 Замену процесса граничным условием используют, в частности, 
рассматривая перенос теплоты от одной текучей среды к другой че-
рез разделяющую их твердую стенку. Проблему сводят к решению 
задачи теплопроводности в стенке (см. подразд. 11.3), выставив на ее 
поверхностях граничные условия третьего рода в виде закона Ньюто-
на – Рихмана (см. подразд. 12.1.2). Величину коэффициента теплоот-
дачи в нем находят предварительно по критериальным уравнениям 
конвективного теплообмена, представленным в подразд. 12.3. Если 
для вычисления определяющих критериев подобия необходимы зна-
чения температуры поверхностей стенки, которые до решения задачи 
теплопроводности неизвестны, прибегают к методу последователь-
ных приближений. 
 

14.1.2. Плоская стенка 
 
 Рассмотрим плоскую однородную неограниченную стенку без теп-
ловыделения с const=λ , расположенную перпендикулярно оси x . 
Обе поверхности стенки (толщина ее равна δ ) «омываются» текучи-
ми средами, которые имеют температуры 

21 ff TТ >  для сред, рас-

положенных слева и справа от стенки; соответствующие коэффици-
енты теплоотдачи равны 1α  и 2α . 
 Решение стационарной задачи совпадает с изложенным в под-
разд. 11.3.1 до этапа поиска констант интегрирования. Последние 
здесь находят по граничным условиям третьего рода. Они определя-
ются законом Ньютона – Рихмана (12.1), который мы запишем в виде 

( ) ( )fww TTnT −α=∂∂λ− , используя закон Фурье (11.5) Эти 
условия позволяют определить только первую постоянную интегриро-
вания: 

( )fw11 TTCC
x
T

−
λ
α

−=⇒=
∂
∂

. 

Заметим, что она содержит неизвестную величину – температуру 

стенки wТ  (заданы только значения α , λ  и fT ). 

 Однако неизвестные 
1wТ  и 

2wТ  можно исключить, если сложить 

равенства 
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1wf qTT
11

α=− ; 

2fw qTT
22

α=− ; 

λδ=− qTT
21 ww . 

Два из них выражают граничные условия на левой и правой поверх-
ностях стенки; последнее равенство отвечает решению (11.13). Сло-
жив эти равенства, имеем 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α

+
λ
δ

+
α

=−
21

ff
11qTT

21
.       (14.1) 

Определив отсюда плотность теплового потока q , находим по гра-

ничным условиям 
1wТ  и 

2wТ  и далее по формуле (11.12) вычисля-

ем Т  – температуру в любом сечении стенки. 
 Выражение в скобках соотношения (14.1) называют удельным 
термическим сопротивлением теплопередачи. Оно складывается из 
соответствующих сопротивлений теплопроводности λδ  (см. форму-

лу (11.14)) и теплоотдачи α=
α

1R уд . Связь (14.1) обычно пишут в 

виде 
kqTT

21 ff =− ,      (14.2) 

где коэффициент теплопередачи 

( )21 111k α+λδ+α= .     (14.3) 

 Для многослойной стенки (см. подразд. 11.3.2) все сказанное со-
храняет силу, но коэффициент теплопередачи здесь 

1n

1i 2i

i

1

11k
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

α
+

λ
δ

+
α

= ,   (14.4) 

а температуру внутри стенки определяют по формуле (11.15). 
 Выражение (14.4) отвечает идеальному тепловому контакту слоев. 
Если контакт неидеален, в скобки следует добавить сумму удельных 
контактных термических сопротивлений (см. подразд. 11.5). 
 

14.1.3. Цилиндрическая стенка 
 
 Сохранив представленную выше постановку задачи для цилинд-

рической стенки толщиной 12 rr −=δ , используем тот же прием и 

результаты подразд. 11.3.4. В итоге имеем 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
απ

+
πλ

+
απ

=−
221

2

11
ff r2

1
r
rln

2
1

r2
1qTT

21 l ,     (14.5) 

где ll Qq =  – линейная плотность теплового потока для стенки 

высотой l , а выражение в скобках – линейное термическое сопротив-
ление теплопередачи. Обратную ему величину называют линейным 
коэффициентом теплопередачи lk . Обычно таковым считают не-
сколько иное соотношение: 

1

221

2

11 d
1

d
dln

2
1

d
1k

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α

+
λ

+
α

=l ,  (14.6) 

вычисляя при этом линейную плотность теплового потока как 
( )

21 ff TTkq −π= ll .      (14.7) 

 В случае многослойной цилиндрической стенки линейный коэф-
фициент теплопередачи вида (14.6) следует записывать как 

1
n

1i 1n2

1n

1i 1i

k

i

1i

i

i

11 d
1

d
R

d
dln

2d
1k i

−

= +

−

= +

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

α
+∑+

λ
δ

+
α

=l . (14.8) 

Здесь 
ikR  – линейный аналог удельного термического сопротивле-

ния контакта согласно подразд. 11.5. 
 

14.1.4. Управление теплопередачей 
 
 Рассмотрим возможности увеличения или уменьшения переда-
ваемого теплового потока при неизменных 

1fТ  и 
2fТ на  примере 

цилиндрической стенки. 
 Согласно формуле (14.7), для увеличения теплового потока через 
стенку следует принять меры к увеличению линейного коэффициента 
теплопередачи. Соответственно выражению (14.6), это можно сде-
лать за счет увеличения λ , уменьшения толщины стенки, увеличения 

коэффициентов теплоотдачи 1α  и 2α , увеличения поверхностей те-

плоотдачи 1F  и 2F  (например, за счет оребрения). Анализ показыва-

ет, что эффективным является уменьшение максимального из сла-
гаемых в формуле (14.6). Если говорить о линейных термических со-

противлениях теплоотдачи ( )d1 α , то эффективно увеличение 

меньшего из коэффициентов теплоотдачи и оребрение поверхности 
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на его стороне (при 12 α<<α  увеличение 2F  посредством оребре-

ния целесообразно до тех пор, пока 22Fα  не сравняется с 11Fα ). 

 Для уменьшения теплопередачи необходимо принять противопо-
ложные меры. В частности, одним из способов такого уменьшения 
является нанесение материала с малым λ  на внешнюю поверхность 
трубы. Однако анализ выражения (14.8) показывает, что такая теп-
лоизоляция этой поверхности не всегда приводит к уменьшению теп-
лового потока через стенку, ибо увеличение линейного термического 
сопротивления теплопроводности при этом сопровождается умень-
шением линейного термического сопротивления теплоотдачи (из-за 

роста 1nd + ).  

 Условие целесообразности нанесения изоляции выясним на при-

мере однородной трубы с внутренним 1d  и наружным 2d  диаметра-

ми, покрытой слоем изоляции толщиной ( ) 2dd 2из − . Для такой 

трубы зависимость (14.8) приобретает вид 
1

из22

из

из1

2

т11 d
1

d
d

ln
2

1
d
dln

2
1

d
1k

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α

+
λ

+
λ

+
α

=l , 

если пренебречь термическим сопротивлением контакта (здесь изλ  и 

тλ  – коэффициенты теплопроводности изоляции и трубы). 

 Подстановка этого выражения в формулу (14.7) и последующее 

построение графика функции ( )изdfq =l  позволяют установить, 

что эта функция имеет максимум при так называемом критическом 

значении диаметра изоляции 2изиз 2d
кр

αλ= . 

 В зоне 
кризиз dd <  линейная плотность теплового потока lq  

увеличивается с ростом изd , то есть изоляция не выполняет своего 

назначения. Лишь при 
кризиз dd >  наращивание слоя изоляции дает 

снижение lq . По этой причине считают, что нанесение изоляции эф-

фективно только для труб, наружный диаметр которых 
криз2 dd ≥ . 
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14.2. Поле температуры в теле с источниками теплоты 
 

14.2.1. Неограниченная плоская стенка с равномерным  
охлаждением поверхностей 

 
 Рассмотрим стационарное одномерное поле температуры в одно-
родной безграничной плоской стенке толщиной δ2 , размещенной 
перпендикулярно оси х  и омываемой с двух сторон текучей средой 
( )21ff ,TТ

21
α=α= . Стенка содержит равномерно распределен-

ные источники теплоты с объемной плотностью 3
v м/Вт,q , не из-

меняющейся во времени; коэффициент теплопроводности материала 
стенки λ  не зависит от температуры. 
 Поскольку условия теплоотдачи с обеих сторон стенки одинаковы, 
температурное поле симметрично относительно ее средней линии. 
Разместив на ней начало координат, имеем граничные условия: 

0dxdT =  при 0х = ; ( ) ( )fww TTdxdT −α=λ−  при δ=x . 
 Симметричный отвод теплоты и равномерное размещение ее ис-
точников позволяют решить задачу, используя лишь закон Фурье 

(11.5). Согласно ему dxdTq λ−= , а ввиду указанных условий 

xqq v= . Сравнение этих выражений дает 

x
q

dx
dT v

λ
−= , 

откуда 

Cx
2
q

T 2v +
λ

−= .      (14.9) 

 Постоянную интегрирования С  найдем из граничного условия при 
δ=x : здесь ( ) δ−=λ− vw qdxdT , так что αδ+= vfw qTT . 

Подставив значение wT  в решение (14.9), получим 

λ
δ

+
α
δ

+=
2

qq
ТС

2
vv

f . 

 Следовательно, уравнением температурного поля будет выраже-
ние 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
δ

−
λ

δ
+

α

δ
+=

22
vv

f
x

1
2

qq
TT    (14.10) 
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(температура распределена по параболическому закону). На поверх-
ности она равна αδ+= vfw qTT , а максимум температуры соот-

ветствует середине пластины: при 0х =  будет 
( )[ ]λδ+αδ+= 21qTT vfmax . 

 
14.2.2. Сплошной круговой цилиндр с равномерным  

охлаждением 
 
 Постановка рассматриваемой задачи аналогична представленной 
в подразд. 14.2.1; изменились только геометрия тела и условия его 
охлаждения – последнее стало односторонним (по наружной поверх-
ности цилиндра). Заметим, что и здесь тепловой поток определяется 
объемной плотностью внутренних теплоисточников vq  и поперечны-
ми размерами тела. Так, для линейной плотности теплового потока 

ll Qq =  имеем 2
v rqq π=l . 

 Подставив lq  в закон Фурье 

dr
dT

r2
Q

λ−=
π l

,    (14.11) 

получаем после разделения переменных 

rdr
2
q

dT v

λ
−= . 

Интегрирование этого выражения дает 

Cr
4
q

T 2v +
λ

−= . 

 Значение константы C  можно найти, переписав последнее соот-
ношение для наружной поверхности цилиндра. При wrr =  имеем 

wTT = , так что 

2
w

v
w r

4
qTC
λ

+= . 

В свою очередь, значение температуры wT  следует из уравнения те-

плового баланса на поверхности. Здесь ( ) wfw
2
wv r2TTrq π−α=π , 

откуда 

α
+=

2
rq

TT wv
fw . 
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 Подставив это значение в найденное ранее выражение для C , 
получаем далее распределение температуры по радиусу цилиндра: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

λ
+

α
+=

2

w

2
wvwv

f r
r1

4
rq

2
rqTT .  (14.12) 

 Максимальное значение температуры соответствует оси цилинд-
ра: при 0r =  имеем 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
+

α
+=

2
r1

2
rq

TT wwv
fmax . 

На единицу длины цилиндра с его поверхности «отводится» тепловой 

поток 2
wvw rqq π=l . 

 
14.2.3. Коаксиальный круговой цилиндр с равномерным  

охлаждением поверхностей 
 
 Эта задача отличается от предыдущей тем, что тепловыделяю-
щий цилиндр полый, а охлаждение его ведется как по наружной, так и 
по внутренней поверхностям, имеющим радиусы 2r  и 1r  соответст-
венно. Примем, что на этих поверхностях условия охлаждения раз-
личны: 12ff ,TT

12
α≠α≠ . 

 Двухсторонний несимметричный отвод теплоты не позволяет при-
менить использованный в подразд. 14.2.1 и 14.2.2 простой прием. 
Здесь надо записать уравнение Пуассона (11.10); в полярной системе 
координат оно имеет вид 

0
q

dr
dT

r
1

dr
Td v
2

2
=

λ
++ .       (14.13) 

Решение его таково: 

21
2v CrlnCr

4
qT ++
λ

−= .   (14.14) 

 Постоянные интегрирования находим из граничных условий 

( )
ii

i
fwi

rr
TT

dr
dT

−α=λ−
=

, 

где индекс i  принимает значение 1i =  для внутренней поверхности 
цилиндра и 2i =  для наружной. 
 Совместное решение граничных условий после подстановки в них 
соотношения (14.14) дает 
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[ ] ( ) ( )FE}TTHGq5,0{C
21 ffv1 +−−+= ; 

[ ] ( )FE}FTETHEGFq5,0{C
21 ffv2 +++−= , 

где ( )DArG 2
2 += ; ( )DBrH 2

1 −= ; ( )22r1A α= ; 

( )11r1B α= ; ( )λ= 21D ; 2rlnAE +λ= ; 2rlnBF −λ= . 
 Радиус окружности с наибольшей температурой 

v1T qC2r
max

λ=  

получаем из условия 0drdT = . Подстановка 
maxTr  в решение 

(14.14) дает максимальное значение температуры цилиндра: 
( )5,0qC2lnCCT v112max −λ+= . (14.15) 

 Температуру внутренней и наружной поверхностей находим, под-
ставляя в соотношение (14.14) значения 1r  и 2r  соответственно, а от-
водимую  от  этих  поверхностей  теплоту  вычисляем  по  закону  
Ньютона – Рихмана:  линейная  плотность  теплового потока здесь 

( )
iiii fwiw TTr2q −απ=l . 

 
14.2.4. Распределение температуры вдоль коаксиального  

цилиндра с внутренним охлаждением 
 
 Рассмотрим тепловыделяющий полый цилиндр длиной l , внутри 
которого движется охладитель с массовым расходом кWAm ρ=& , 
где ρ  – плотность охладителя, W  – скорость его течения, 

2
1к rA π=  – площадь сечения внутреннего канала. Примем, что поле 

температуры в поперечном сечении цилиндра ( )2
1

2
2ц rrА −π=  

можно считать однородным, а расчету подлежит изменение темпера-
туры вдоль l . 
 Предположим, что объемная плотность равномерно размещенных 
теплоисточников constqv =  известна. Кроме того, вся теплота, вы-

деляющаяся на длине dх  цилиндра, полностью отводится к охлади-
телю (то есть отсутствуют продольные перетечки теплоты, что экви-
валентно условию 0ц =λ ). В этом случае поставленная задача 
имеет простое решение. 
 Действительно, согласно условию теплового баланса, имеем 

oцv cdTmdxAq &= ,        (14.16) 
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где с  – удельная теплоемкость охладителя, odT  – прирост его тем-

пературы на длине dx . С другой стороны, по закону Ньютона – Рих-
мана 

( ) dxПТТdxAq коццv −α= ,     (14.17) 
где α  – коэффициент теплоотдачи от цилиндра к охладителю, 

1к r2П π=  – периметр канала в цилиндре. 

 Постоянство vq  вдоль цилиндра дает возможность переписать 
условие (14.16) в виде 

( )
вхооцv ТТcmxAq −= & , 

откуда температура охладителя в сечении х  канала: 

x
cm
Аq

ТТ цv
оо вх &

+= .          (14.18) 

Здесь 
вхоТ  – температура охладителя на входе в канал. Как видно, 

при введенных допущениях распределение температуры охладителя 
по длине канала линейно. 
 Соотношение (14.17) позволяет выразить искомую температуру 
цилиндра цТ  через найденную величину оТ : 

к

цv
оц П

Аq
ТТ

α
+=          (14.19) 

Если принять const=α , то превышение температуры цилиндра над 
температурой охладителя оц ТТ −  будет неизменным по длине. 
 Задача существенно усложнится, если учесть продольные пере-
течки теплоты по цилиндру и принять, что vq  есть функцией темпе-

ратуры. Обычно эту функцию берут линейной: ( )цvv 1qq βϑ+′= , 

где 
вхоцц ТТ −=ϑ  – превышение температуры цилиндра над 

температурой охладителя на входе; β  – температурный коэффици-

ент тепловыделения; vq′  – объемная плотность источников теплоты 

при 0ц =ϑ . 
 В этом случае необходимо решать дифференциальное уравнение 
теплопроводности. Его можно записать в виде уравнения Пуассона 
(11.10), если отводу теплоты к охладителю поставить в соответствие 
распределенные по длине цилиндра стоки теплоты с объемной плот-
ностью ( ) цкоцo АПq ϑ−ϑα= , где 

вхооо ТТ −=ϑ  – превы-
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шение температуры охладителя над значением ее в сечении входа. 
Тогда дифференциальное уравнение теплопроводности примет вид  

( ) 0qqdxd ov
2

ц
2 =λ−+ϑ , 

или 

( ) ( ) 0
А
П1q1

dx
d

ц

к
oццv2

ц
2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϑ−ϑα−βϑ+′

λ
+

ϑ
.    (14.20) 

 Недостаток этой формы записи уравнения теплопроводности – 
наличие в ней двух неизвестных ( цϑ  и оϑ ). Чтобы перейти к одной 

неизвестной, выразим цϑ  через оϑ , используя условие теплового 

баланса на поверхности канала. Здесь ( ) oкоц cdmdxП ϑ=ϑ−ϑα & , 
откуда 

dx
d

П
cm o

к
oц

ϑ
α

+ϑ=ϑ
&

.    (14.21) 

Приняв ( ) constПсm к =α& , подставим это значение цϑ  и его 
вторую производную в уравнение (14.20). После некоторых переста-
новок получаем неоднородное линейное уравнение третьего порядка: 

β
−=ϑ+

ϑ
+

ϑ
+

ϑ 0
o0

o
12

o
2

23
o

3

dx
d

dx
d

dx
d a

aaa ,        (14.22) 

где постоянные коэффициенты 

сm
Пк

2
&

α
=а ;    

ц

к
1 А

П
λ
α

−= ва ;    ваа 20 = ;    
λ

′β
= vq

в . 

 Это уравнение имеет общие решения 

β−++=ϑ 1eCeCeC xk
3

xk
2

xk
1o

321      (14.23) 

и 

β−ν′+ν′+′=ϑ µµ 1xsineCxcoseCeC x
3

x
2

xk
1o

1 . (14.24) 

Первое из них реализуется, когда характеристическое уравнение од-
нородной части выражения (14.22) 

0kkk 01
2

2
3 =+++ aaa  

имеет действительные корни jk , второе – когда второй и третий кор-

ни есть комплексные сопряженные числа: ik2 ν+µ= , ik3 ν−µ= . 
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 Постоянные интегрирования 321 C,C,C  или 321 C,C,C ′′′  нахо-
дят из граничных условий. Последние здесь обычно берут в виде 

0o =ϑ  при 0x =  и 0dxd ц =ϑ  при l== х,0x . Подстановка 
их в решения (14.23) или (14.24) приводит к весьма громоздким выра-
жениям для постоянных интегрирования. 
 Впрочем, сравнение результатов расчетов по зависимости (14.21), 
в которой oϑ  отвечает найденным таким образом решениям, и по уп-
рощенной формуле 

( )1х
П
Аq

2
к

цv
ц +

α
=ϑ а ,           (14.25) 

эквивалентной выражению (14.19), показывает, что полученные по 
ним максимальные значения цϑ  мало отличаются при больших l , 
особенно если взять vq  в (14.25) при средней температуре цилиндра. 
Для коротких цилиндров, согласно точному решению, температура 
примерно постоянна вдоль x , а значение ее достаточно близко к 
средней величине из упрощенного решения (14.25), получаемой для 

2x l= . 
 

14.3. Распределение температуры в теплоотдающих  
стержнях и ребрах 

 
14.3.1. Стержень постоянного сечения 

 
 Рассмотрим стержень произвольного, но постоянного по коорди-
нате х  сечения с площадью А  и периметром П . Левый торец 
стержня ( )0х =  примыкает к стенке, имеющей температуру оТ , 

правый торец ( )l=х , как и вся боковая поверхность стержня, кон-

тактирует с текучей средой, имеющей температуру fТ  (коэффициент 
теплоотдачи α ). 
 Если принять, что поперечный размер стержня ПА4dэ =  мал 

по сравнению с длиной l , то задачу можно решить как одномерную 
(при достаточно большом коэффициенте теплопроводности λ  изме-
нением температуры по сечению пренебрегают). «Боковой» отток те-
плоты посредством теплоотдачи учтем в одномерной модели введе-
нием распределенных по длине стержня теплостоков с объемной 
плотностью ( ) АПTTq fv −α= . Тогда задаче отвечает уравне-

ние Пуассона (11.10) с отрицательным значением vq : 
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0
q

dx
Td v
2

2
=

λ
− ,    (14.26) 

или 

ϑ
λ
α

=
ϑ

А
П

dx
d

2

2
, 

где fTТ −=ϑ   – превышение температуры стержня над темпера-
турой окружающей среды. 
 Переписав это уравнение в виде 

ϑ=
ϑ 2
2

2
m

dx
d

,           (14.27) 

примем в нем constm =  (для этого надо положить const=α , 
const=λ ; далее принято также constTf = ). С учетом введенных 

ограничений можем записать общий интеграл уравнения в виде 
mx

2
mx

1 eCeC −+=ϑ . 
 Постоянные интегрирования найдем из смешанных граничных ус-
ловий. При 0x =  имеем 0ϑ=ϑ , откуда 210 CC +=ϑ . Если не 

учитывать отвод теплоты с правого торца стержня, то при l=x  бу-

дет 0dxd =ϑ , так что 0eCeC m
2

m
1 =− − ll . Подставив сюда 

следующее из первого условия соотношение 201 СС −ϑ= , полу-
чим 

ll

l

mm

m
0

1 ee
e

С
−

−

+

ϑ
= ;   ll

l

mm

m
0

2 ee
eС −+

ϑ
= , 

с учетом чего будет 

( )mxmmxm
mm

0 eeee
ee

−−
−

+
+

ϑ
=ϑ ll

ll , 

или 
( ) ( )

ll

ll

mm

xmxm

0 ee
ee
−

−−−

+
+

ϑ=ϑ , 

что можно также записать в виде 

( )[ ]
( )l
l
mch

xmch
0

−
ϑ=ϑ ,          (14.28) 
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если вспомнить, что ( ) chx2ee xx =+ − . 
 Формулу (14.28) широко используют на практике, поскольку при 
больших λ  доля теплоты, отводимая торцом стержня, мала по срав-
нению с теплотой, «снимаемой» с боковой его поверхности. 
 Количество теплоты, отдаваемое поверхностью стержня, всегда 
равно количеству теплоты, подведенному к его основанию, так что 

( )
( )l

l
mshm

mch
A

A
dx
dQ 0

0x

λϑ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϑ

λ−=
=

, 

или 
( ) ( )ll mthAПmthmAQ 00 λαϑ=ϑλ= . (14.29) 

 Это количество теплоты отводится стержнем при найденном рас-
пределении температуры по его длине. Если бы температура стержня 
везде была равна 0ϑ , то в окружающую среду отдавалась бы тепло-

та ПQ 0max lαϑ= . Отношение теплот Q  и maxQ  называют ко-
эффициентом качества (эффективности) теплорассеивающего 
стержня: 

( )
l
l

m
mth

Q
Q

max
==η .    (14.30) 

С учетом вида функции ( )lmth  коэффициент эффективности тем 

выше, чем больше величины λ , ПА  и меньше значения α , l . 
 Заметим что для учета теплоотдачи с торцевой поверхности 
стержня достаточно увеличить длину его на величину ПА . 
 

14.3.2. Теплоотдающие ребра 
 
 Все полученные формулы пригодны и для прямых ребер постоян-
ного по высоте сечения после замены длины стержня l  на высоту 
ребра h  и пересчета значения m . Так, для ребер с основанием в ви-
де прямоугольника со сторонами в  и δ  (ширина и толщина ребра) 
при δ>>в  обычно принимают в2П = , тогда ( )λδα= 2m . 
 Если сечение ребра переменно по его высоте, расчет распреде-
ления температуры и отводимой теплоты усложняется. Например, 
для прямых ребер трапециевидной по высоте формы и кольцевых 
ребер постоянной толщины распределение температуры и тепловой 
поток выражаются через модифицированные функции Бесселя перво-
го и второго рода нулевого и первого порядков. 
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 Впрочем, существует приближенный метод расчета теплоты, от-
водимой упомянутыми ребрами. Он основан на замене их эквива-
лентным прямым ребром постоянной толщины ( ) 2hоэ δ+δ=δ  с 

высотой 2hh hэ δ+= ,  где оδ  и hδ  – толщины исходного ребра 

у основания и у вершины (при hx = ). Ширину эквивалентного ребра 

эв  для прямых исходных ребер оставляют прежней, а в случае коль-
цевых исходных ребер ее принимают равной средней длине окружно-
сти кольца: ( )ohэ rr +π=в , где hr  и or  – радиус кольцевого ребра у 
его вершины и основания. 
 Плотность теплового потока, отводимого таким эквивалентным 
ребром с площадью боковой поверхности эF , будет эээ FQq = , 

где эQ  соответствует зависимости (14.29) после замены длины 

стержня на высоту ребра эh  и пересчета величины m : 

( )ээ 2m λδα= . Теплоту же, отводимую исходным ребром пере-

менного сечения с площадью боковой поверхности F, вычисляют как 
FqQ эε= .     (14.31) 

 Поправочный коэффициент ε  (рис. 14.1) зависит от соотношения 
превышений температур вершины и основания эквивалентного ребра 
( ) ( )эээoh hmch1=ϑϑ , а также геометрии исходных ребер, а 

именно,  от  величины  oh δδ   для  прямого  сужающегося  ребра 

(рис. 14.1, а) и значения oh rr для кольцевого ребра постоянной 
толщины (рис. 14.1, б). 
 Если кольцевое ребро выполнено сужающимся к вершине, в фор-
мулу (14.31) вместо ε  вводят произведение упомянутых поправок для 
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кольцевого ребра постоянной толщины и прямого сужающегося реб-
ра. В случае, когда кольцевое ребро имеет небольшую высоту (раз-
ность между радиусами основания и вершины), можно непосредст-
венно использовать формулу (14.29) для прямого ребра постоянной 
толщины, заменив ширину ребра в  на среднюю длину окружности 
кольца. 
 Расчет отводимой теплоты можно вести и с применением коэф-
фициента качества ребра η. Тогда FQ оηαϑ= , где α  – коэффи-

циент теплоотдачи, оϑ  – превышение температуры основания ребра, 

F  – площадь боковой поверхности исходного ребра. Значение η по-
лучают, умножив на упомянутые выше поправки ε  коэффициент эф-
фективности эквивалентного ребра эη , который вычисляют по фор-

муле (14.30) после замены l  на эh  и m  на эm . 
 В космических энергоустановках применяют ребра, отдающие те-
плоту в окружающую среду с температурой fT  посредством излуче-
ния. В этом случае уравнение Пуассона (14.26) следует записать как 

( )4
f

42
2

2
TTn

dx
Td

−= .       (14.32) 

Здесь x  – координата, отсчитываемая по высоте ребра h ; 

( )АПn опр
2 λσε= , где оσ  – постоянная Стефана – Больцмана, 

прε  – приведенная степень черноты системы «поверхность ребра – 

окружающая среда». При большом отношении ширины ребра в  к его 

толщине δ  берут в2П = , так что ( )λδσε= опр
2 2n . 

 Если целью расчета является определение излучаемой ребром 

теплоты, достаточно найти градиент температуры dxdT  в корне-

вом сечении. Тогда целесообразно приведение уравнения (14.32) к 
виду 

( )4
f

42 TTn
dT
d

−=
дд  

введением переменной dxdT=д . Решение этого уравнения дает 

CTT5Tn633,0dxdT 4
f

5 +−= , 



 74

если принять constn = . Значение постоянной интегрирования 
5
fT4C =  следует из граничного условия на вершине ребра, где при 

достаточно больших h  можно считать 0dxdT = , fTT = . 

 Подставив полученную величину dxdT  для корневого сечения 

ребра (здесь оTT = ) в закон Фурье dxdTq λ−=  и далее в соот-

ношение qAQ = , получаем выражение для теплоты, отводимой из-
лучающим ребром: 

( )5
f

4
f

5
оoпр T4Т51ПАT633,0Q +−λσε−= ,    (14.33) 

где off TTT = . В случае, когда излучатель состоит из нескольких 

ребер, при назначении приведенной степени черноты прε  следует 

учесть переизлучение в системе ребер, если таковое имеется. 
 

14.3.3. Теплопередача через ребристую плоскую стенку 
 
 В подразд. 14.1.4 отмечалось, что одним из способов интенсифи-
кации теплопередачи является оребрение стенки, особенно с той сто-
роны, где меньше коэффициент теплоотдачи α . В связи с этим рас-
смотрим стенку с односторонним оребрением (рис. 14.2). Согласно 
законам Ньютона – Рихмана и Фурье, запишем выражения для тепло-
вых потоков: входящего в стенку, проходящего через ее основание и 

выходящего из нее (в 
расчете «на одно реб-
ро»): 

( )
111 wwf1 FTTQ −α= ; 

( )
121 www

w
FTTQ −

δ
λ

=

; 
( ) pcfwпр FTTQ

22
−α=

. 
Здесь 

1wF  – площадь 

поверхности стенки с не-
оребренной стороны, 
приходящаяся «на одно 

ребро»; λ  – коэффициент теплопроводности материала стенки; прα  

– «приведенный» коэффициент теплоотдачи на суммарной поверхно-

1fТ

1α

1wF

wδ
h

в
2wF 2wα

pδ
pF pα

12 ff TT <

Рис. 14.2 
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сти оребренной стороны площадью 
2wppc FFF += , где pF  – пло-

щадь поверхности ребра, 
2wF  – площадь поверхности основания 

стенки между двумя ребрами. 
 Найдя из этих формул температурные напоры и просуммировав 
их, получим 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

α
+

λ
δ

+
α

=−
pcпрw

w

w1
ff F

1
FF

1QTT
11

21
.      (14.34) 

Введя плотность теплового потока как 
1wFQq = , имеем 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

α
+

λ
δ

+
α

=−
1

21
wpcпр

w

1
ff FF

11qTT . 

 Выражение в скобках есть удельное термическое сопротивление 
теплопередачи ребристой стенки, а обратная величина  

1

opпр

w

1
pc k

11k
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

α
+

λ
δ

+
α

=       (14.35) 

представляет собой ее коэффициент теплопередачи (при отнесении 
теплового потока к неоребренной поверхности стенки). В последнем 

выражении 
1wpcop FFk =  – коэффициент оребрения. 

 Приведенный коэффициент теплоотдачи на оребренной стороне 
стенки найдем, сопоставляя два выражения для Q : 

( ) ( ) +−α=+=−α
2222222 wfwwpwpcfwпр FTTQQFTT  

( ) η−α+ pfwр FTT
22

 

(последнее слагаемое здесь записано в соответствии с формулой 
(14.30)). Из этого равенства имеем 

ηα+α=α
pc

p
p

pc

w
wпр F

F
F
F

2
2

.   (14.36) 

 Найдя по формуле (14.34) значение Q , далее по записанным ра-

нее выражениям для Q  вычисляем температуры основания стенки 

1wT  и 
2wT  на левой и правой ее стороне. Величина 

2wT  есть одно-
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временно температурой корня ребра, что позволяет найти распреде-
ление температуры по высоте ребра, используя зависимость (14.28). 
 Заметим еще раз, что оребрение целесообразно со стороны 
меньшего α ; «наращивание» поверхности ребер эффективно до тех 
пор, пока opпрkα  не станет равным 1α . При этом достигается ин-

тенсификация теплопередачи, то есть через стенку проходит больший 
тепловой поток Q  при заданном температурном напоре 

21 fff TTT −=∆ . Однако если целью оребрения является снижение 

температуры стенки, то ребра необходимо размещать со стороны 
среды с меньшим значением fT . 

 Стремясь к увеличению произведения opпрkα , следует учесть 

взаимосвязь opk  и прα . Коэффициент оребрения opk  тем больше, 

чем выше ребра и больше их число; последнее обстоятельство за-
ставляет делать ребра тонкими. Однако с уменьшением толщины 
ребра рδ  и ростом его высоты h  падает значение коэффициента 

эффективности ребра η, входящего множителем в соотношение 

(14.36) для приведенного коэффициента теплоотдачи прα . Поэтому 

при выборе размеров ребра ориентируются на оптимальное сочета-
ние величин h  и рδ , обеспечивающее максимальное значение про-

изведения 1opпрk α≤α . 

 Величина коэффициента прα  зависит и от расстояния между 

ребрами. При конвективной теплоотдаче это расстояние не должно 
быть меньше двух толщин динамического пограничного слоя, особен-
но при ламинарном режиме течения. Для излучающих ребер ориенти-
руются на расстояние, при котором получаются приемлемые значе-
ния степени черноты системы с учетом переизлучения. 
 Проектируя оребрение, обращают внимание и на его массу. При 
выбранном расстоянии между ребрами и заданной их ширине масса 
определится соотношением высоты h  и толщины рδ  ребра, а также 

формой его сечения. Оптимальным будет такое сочетание этих фак-
торов, которое обеспечит минимум массы ребра, отводящего задан-
ный тепловой поток. 
 Технологически наиболее просты прямые ребра постоянной тол-
щины. Для них условиями минимальной массы будут отношения 

αλ=δрh  

или  
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λσε=δ 3
оопр

2
р Т486,2h . 

Первое условие соответствует конвективному теплоотводу, второе 
действительно для излучающих ребер (в нем oT  – температура кор-

невого сечения; принято 0Th = ). 
 Что касается формы сечения ребра, то минимум массы будет дос-
тигнут для сечения, обеспечивающего неизменность градиента тем-
пературы по высоте ребра. В случае прямых ребер такому требова-
нию удовлетворяет контур сечения, образованный вогнутыми дугами 
(на практике контур принимают треугольным или трапециевидным с 
малым отношением толщин у вершины и основания сечения). 
 

14.4. Нестационарная теплопроводность 
 

14.4.1. Постановка задач и методы их решения 
 
 Ряд важных для объектов аэрокосмической техники задач тепло-
проводности не может быть рассмотрен в рамках предположения о 
неизменности параметров процесса во времени (например, задача о 
нагреве стенки сопла ракетного двигателя в режиме запуска). При 
решении нестационарных задач необходимо найти изменение темпе-
ратурного поля во времени и определить количество теплоты, отда-
ваемое или поглощаемое телом при его охлаждении или нагреве. 
 Задачи нестационарной теплопроводности можно разделить на 
две основные группы. К первой из них относятся задачи о теле, пере-
ходящем из некоторого начального теплового состояния в другое ста-
ционарное (чаще всего равновесное) состояние. Во вторую группу 
входят задачи о телах, температурные поля которых претерпевают 
периодические изменения (например, под влиянием внешнего воз-
действия). 
 Независимо от вида группы краевая задача нестационарной теп-
лопроводности включает соответствующие дифференциальное урав-
нение и условия однозначности. В последние непременно входит на-
чальное условие – распределение температуры в теле в нулевой мо-
мент времени: ( ) ( )z,y,xT0,z,y,xT 0= . Кроме того, величины, 
входящие в другие условия однозначности, могут изменяться во вре-
мени по заданному закону. 
 Для решения краевых задач нестационарной теплопроводности 
применяют как аналитические, так и численные методы. К числу пер-
вых относят, например, метод разделения переменных, метод источ-
ников, метод интегральных преобразований. Эти методы позволяют 
решать сравнительно простые задачи. Нестационарные температур-
ные поля в телах сложной геометрической формы, как правило, рас-
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считывают численными методами (например, методом конечных раз-
ностей). 
 

14.4.2. Охлаждение неограниченной плоской пластины 
 
 Рассмотрим задачу охлаждения неограниченной плоской изотроп-
ной пластины без внутренних источников теплоты при постоянных 
значениях плотности ρ , удельной теплоемкости c  и коэффициента 
теплопроводности λ . В момент времени 0t =  пластину с распреде-
лением температуры ( ) ( )xT0,xT 0=  помещают в текучую среду с 

температурой fT , после чего на обеих поверхностях пластины начи-

нается отвод теплоты при постоянных во времени α  и fT . 
 Отсчет температуры пластины будем вести от температуры сре-
ды, тогда уравнение Фурье – Кирхгофа (11.8) примет вид 

2

2

xt ∂
ϑ∂

=
∂
ϑ∂ a ,     (14.37) 

где величина fТТ −=ϑ  представляет собой превышение темпера-
туры. В силу симметрии охлаждения начало оси x  целесообразно 
разместить на середине толщины пластины. В этом случае гранич-
ными условиями являются соотношения ( ) 0х 0х =∂ϑ∂ =  и 

( ) ( ) δ=δ= ϑλα−=∂ϑ∂ ххх  (толщина пластины взята равной δ2 ). 

Начальное условие: при 0t =  было ( )x0ϑ=ϑ , где 

f00 ТТ −=ϑ . 
 Решаем задачу методом Фурье, согласно которому вначале ищем 

частные решения nϑ  исходного уравнения, удовлетворяющие только 

граничным условиям. Затем, пользуясь линейностью уравнения, на-
ходим общее решение задачи как суперпозицию этих частных реше-
ний: 

( ) ( )t,xBt,x n
1n

nϑ∑=ϑ
∞

=
, 

причем такую, которая удовлетворяет уже и начальным условиям за 

счет соответствующего выбора коэффициентов nB . 

 Выполняя первый этап поиска решения, представим его в виде 
произведения двух функций, из которых одна является функцией 
только t , а другая – только x : 
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( ) ( ) ( )txt,x ψϕ=ϑ=ϑ . 
Подставив его в уравнение (14.37), имеем 

( ) ( ) ( ) ( )t
x

xx
t
t

2

2
ψ

∂

ϕ∂
=ϕ

∂
ψ∂ a , 

или после разделения переменных: 
( )
( )

( )
( )x

x
t
t

ϕ
ϕ′′

=
ψ
ψ′ a . 

Поскольку левая часть полученного уравнения зависит лишь от t , а 
правая – только от x , каждая из них должна быть равна некоторой 
константе. Исходя из физических соображений (тепловой процесс 
идет в направлении достижения равновесного состояния) эта кон-
станта должна быть отрицательной, так что 

( )
( )

( )
( )

2k
x
x

t
t1

−=
ϕ
ϕ′′

=
ψ
ψ′

a
. 

 Таким образом, исходное дифференциальное уравнение в част-
ных производных сведено к двум обыкновенным дифференциальным 
уравнениям: 

( ) ( ) 0xkx 2 =ϕ+ϕ′′ ; 

( ) ( ) 0tkt 2 =ψ+ψ′ a . 
 Решение первого из них имеет вид 

( ) ( ) ( )kxcosCkxsinCx 21 +=ϕ , 

второго 

( ) tk
3

2
eCt a−=ψ . 

В итоге получим частное решение 

( ) ( )[ ] tk
321

2
eCkxcosCkxsinC a−+=ϑ . 

 Граничное условие при 0x =  дает 0C1 = , поэтому 

( )kxcosBe tk2a−=ϑ , 

где 32CCB = . Подчинив это уравнение граничному условию при 

δ=x , получаем соотношение 

( ) ( )λδδ=δ akkctg , 

или 
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λδ
µ

=µ
a

ctg . 

 Это характеристическое уравнение позволяет найти собственные 
значения, а следовательно, и собственные функции рассматриваемой 
задачи. Решая его графическим методом, получают бесконечное 
множество корней ...... n321 <µ<<µ<µ<µ , соответствующее 

конкретному значению λδa . Значения µ  для разных λδa  табу-
лированы. 
 Каждому найденному значению µ  будет соответствовать свое ча-

стное решение: 
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nnn excosB δ
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⎟
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⎝
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δ
µ=ϑ

a

. 

 В соответствии со сказанным выше, на втором этапе представля-
ем общее решение бесконечным рядом 
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коэффициенты которого ищем, исходя из начального условия. Для 
этого предварительно разложим известную функцию ( )х0ϑ  в ряд по 

собственным функциям ⎟
⎠
⎞

⎜
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( ) ∑ ⎟
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nn0

xcosBx . 

Далее приравниваем коэффициенты при собственных функциях од-
ного порядка (с одинаковым значением n ). Заметим, что для этого 
функция ( )х0 =ϑ  должна допускать разложение в ряд Фурье. 
 В итоге получаем температурное поле вида 
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 Поскольку время t  входит только в показатель степени при числе 
e , зависимость ( )tϑ  носит экспоненциальный характер. 
 

14.4.3. Безразмерная форма решений 
 
 Предшествующее рассмотрение показывает, что даже в простей-
шем случае расчет нестационарного поля температуры весьма тру-
доемок. Однако результаты решения некоторых простых, но важных 
для практики задач (пластина, цилиндр, шар) можно представить в 
безразмерной форме в виде номограмм или таблиц, что облегчает их 
использование. 
 Продемонстрируем возможность такого представления для полу-
ченного выше решения задачи нестационарной теплопроводности 
плоской неограниченной пластины. Для простоты возьмем случай, ко-
гда в нулевой момент времени температура в пластине распределена 

равномерно: const0 =ϑ . В этом случае итоговое уравнение темпе-

ратурного поля выглядит так: 

2
2
n

t

n
1n nnn

n
0 exсos
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µ−∞

=
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⎞
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δ
µ∑

µµ+µ
µ

ϑ=ϑ
a

.  (14.39) 

 Заметим, что в этом уравнении собственные числа nµ  (корни ха-

рактеристического уравнения) и, следовательно, выражения 

( ) nnnnn Dcossinsin2 =µµ+µµ  

являются функциями только безразмерного комплекса Bi=λδа , 

называемого числом Био. Отношение Xx =δ  и комплекс 

Fot 2 =δа  (число Фурье) здесь также безразмерны. Поэтому после 

деления ϑ на 0ϑ  уравнение температурного поля становится без-

размерным: 

( )∑ µ=θ=
ϑ
ϑ ∞

=

µ−

1n

Fo
nn

0

2
neXcosD .      (14.40) 

 Исследования показали, что при 3,0Fo ≥  этот ряд столь быстро 
сходится, что распределение температуры достаточно точно описы-
вается его первым членом. Поэтому в случае 3,0Fo ≥  можно запи-
сать: 
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( ) ( )FoexpXcosD 2
111 µ−µ=θ , 

или 

( ) ( )FoexpBif 2
1xx µ−=θ .    (14.41) 

 Как видно, при заданной координате Х  безразмерная температу-
ра θ  является функцией только двух безразмерных комплексов: 

( )Fo,Bixx θ=θ .       (14.42) 
 После табулирования эта функция для заданных координат (на-
пример, для оси и поверхности пластины) достаточно просто пред-
ставляется в координатах θln  и Fo , если принять Bi  в качестве 
параметра семейства. 
 Выясним смысл безразмерных комплексов Bi  и Fo . Представим 

число Био λδ= aBi  как отношение термических сопротивлений 

теплопроводности λδ  и теплоотдачи α1  («внутреннего» и «внеш-
него» термических сопротивлений пластины). По этой причине число 
Био рассматривают как критерий теплового подобия, безразмерно 
характеризующий граничные условия третьего рода. 
 Заметим, что критерий Био Bi  формально совпадает с числом 
Нуссельта Nu  (см. подразд. 12.2.1). Однако на самом деле они су-
щественно отличаются друг от друга. 
 Действительно, число Nu  является критерием подобия процес-
сов конвективного теплообмена, при исследовании которых коэффи-
циент теплоотдачи α  есть искомая величина. Тем самым число Нус-
сельта представляет собой определяемый критерий в отличие от 
числа Био, определяющего характер процесса нестационарной теп-
лопроводности в твердом теле (здесь величина α  задана). 
 Кроме того, в критериях Нуссельта и Био характерный линейный 
размер δ  и коэффициент теплопроводности λ  соответствуют разным 
областям теплопереноса: текучей среде в первом случае и твердому 
телу во втором. Поэтому физический смысл чисел Nu  и Bi  неоди-
наков: критерий Нуссельта характеризует интенсификацию теплоот-
дачи за счет конвекции среды (см. подразд. 12.2.1), а критерий Био, 
как сказано выше, отражает влияние теплоотдачи на процесс измене-
ния температуры в твердом теле. 

 Число Фурье 2tFo δ= a  можно представить как отношение те-
кущего времени t  ко времени перестройки температурного поля в те-

ле a2δ . Ввиду этого число Fo  рассматривают как критерий теп-
лового подобия, характеризующий протекание нестационарного про-
цесса распространения теплоты в теле (определяющий критерий теп-
ловой гомохронности). 
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 Из решения задачи для случая 
const0 =ϑ  следует, что при задан-

ных граничных условиях в любой мо-
мент времени ( )0Fo >  распределе-
ние температуры в пластине пред-
ставлено симметричной кривой с 
максимумом на «оси» пластины (рис. 
14.3). Можно показать, что для любо-
го момента времени касательные к 
кривым в точках 1Х ±= , соответст-
вующих поверхности пластины, про-
ходят через два направляющих по-
люса, которые удалены от этих точек 
на расстояния Bi1п =l . Иначе го-
воря, вид температурных кривых и его изменение с течением времени 
зависят от значения числа Био. 
 Рассмотрим предельные случаи ∞→Bi  и 0Bi → . В первом 
из них вследствие ничтожно малых значений внешнего термического 

сопротивления α1  температура поверхности пластины практически 

сразу становится равной fT , а направляющие полюса переходят на 
эту поверхность (рис. 14.4, а). Для такого случая кривизна темпера-
турных линий постепенно уменьшается по мере роста числа Фурье 
(увеличения времени). 
 При 0Bi →  полюса «уходят» на бесконечность, так что для лю-
бого момента времени линия θ  является почти прямой, параллель-
ной оси X  (рис. 14.4, б). С увеличением Fo  эти линии перемещают-

б 
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ся; их положение соответствует значениям температуры от 10 =θ  до 

0=θ∞ . 

 
14.4.4. Регулярный режим охлаждения тел 

 
 Для тел, отличных от пластины, уравнение температурного поля 
имеет структуру, аналогичную полученной выше: оно представляет 
собой сумму бесконечного ряда, члены которого расположены по бы-
стро убывающим экспоненциальным функциям: 

∑=ϑ
∞

=

−

1n

tm
nn

neUB .        (14.43) 

Здесь множители nB  и nU  учитывают геометрию тела, причем nB  
зависит еще и от начальных условий. 

 Последняя зависимость суще-
ственна лишь в случае малых зна-
чений t  ( )рtt0 << ; при этом 

поле температуры в теле опреде-
ляется несколькими членами ряда 
(неупорядоченная стадия процес-
са). С увеличением t  ряд сходится 
настолько быстро, что, начиная с 
некоторого значения рtt = , тем-

пературное поле достаточно хо-
рошо описывается первым членом 
ряда. Поскольку коэффициент 1B  
хотя и определяется из начальных 
условий, но не зависит от коорди-

нат (постоянен для всех точек тела), то при рtt >  начальное тепло-

вое состояние тела уже не оказывает влияния на закон изменения 
температуры по времени (рис. 14.5). 
 Этой второй стадии процесса, называемой регулярным режимом, 
для всех точек тела отвечает зависимость 

( )z,y,xCmtln +−=ϑ ,   (14.44) 
где 

dt
d1

dt
lndm ϑ

ϑ
−=

ϑ
−=     (14.45) 

есть темп охлаждения (относительная скорость падения температу-
ры). Его легко определить опытным путем (рис. 14.5): 

Рис. 14.5 

arctg m

tp ti tj t
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( ) ( )ijji ttlnlnm −ϑ−ϑ= . 

 Можно показать, что темп охлаждения пропорционален коэффи-
циенту теплоотдачи, площади поверхности тела и обратно пропор-
ционален его теплоемкости (первая теорема Кондратьева). Коэф-
фициент пропорциональности равен отношению средней температу-
ры поверхности тела Fϑ  к средней температуре всего тела vϑ  (при 

1,0Bi <  он близок к единице). В случае ∞→α , или ∞→Bi , 
темп охлаждения становится прямо пропорциональным коэффициен-
ту температуропроводности тела (вторая теорема Кондратьева). 
При этом коэффициент пропорциональности зависит только от фор-
мы и размеров тела; например, для безграничной пластины он равен 

( ) 22 −δπ . 
 

14.5. Методы решения задач тепловой защиты 
 

14.5.1. Виды тепловой защиты 
 
 Важной целью теплофизического проектирования объектов аэро-
космической техники является защита «стенки» конструкции от воз-
действия высокотемпературного газового тока. Примерами такой 
стенки могут быть жаровые трубы камеры сгорания газотурбинного 
двигателя, камера ракетного двигателя, лобовая часть оболочки спус-
каемого космического летательного аппарата. Упомянутую тепловую 
защиту обеспечивают посредством защитных покрытий (жаростой-
ких или уносимых) и конвективного теплоотвода (охлаждение жид-
костное, пористое, пленочное, заградительное). Кроме того, заданно-
го теплового состояния стенки можно достичь за счет использования 
ее теплоемкости (емкостная тепловая защита). 
 Для последней характерен нестационарный режим работы: по ме-
ре отвода теплоты в стенку происходит ее прогрев. Стенка сохраняет 
работоспособность до тех пор, пока температура на поверхности кон-
такта ее с газом не превысит предельно допустимого значения. В ря-
де случаев критерием работоспособности может быть заданная тем-
пература «внутренней» поверхности стенки. Расчет емкостной тепло-
вой защиты ведут по формулам нестационарной теплопроводности. 
Понятно, что для эффективной работы такая стенка должна иметь 
большую массу, а ее материал – высокую теплоемкость. 
 Жаростойкое покрытие можно применить как в нестационарных 
условиях нагрева (при емкостном теплоотводе в основную стенку), так 
и в стационарных (в системах с конвективным охлаждением защи-
щаемой стенки с другой стороны). 
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 В обоих случаях нанесение жаростойкого покрытия приводит к 
уменьшению температуры защищаемой стенки за счет дополнитель-
ного перепада температуры на слое покрытия. Наличие покрытия да-
ет возможность повысить температуру поверхности контакта конст-
рукции с газом, что снижает тепловой поток, поступающий в стенку. 
Дополнительным положительным обстоятельством здесь является 
уменьшение температурных напряжений в основной стенке ввиду 
снижения Tqrad  в ней. 
 Понятно, что для достижения поставленных перед покрытием це-
лей материал его должен иметь малые коэффициенты теплопровод-
ности (при работе в стационарном режиме) и температуропроводно-
сти (если условия работы нестационарные). Непременные требова-
ния – высокие термостойкость и термопрочность, способность проти-
востоять большим термическим напряжениям. Обычно жаростойкие 
покрытия изготавливают из тугоплавких металлов, графита, металло-
керамики. 
 Температурное состояние стенки с защитным жаростойким покры-
тием в стационарных условиях определяют, решая соответствующие 
задачи теплопередачи (см. подразд. 14.1). В случае нестационарных 
режимов даже упрощенные аналитические методики расчета измене-
ния во времени температуры поверхности соприкосновения стенки с 
покрытием ( )

пстТ  крайне сложны. Для практических целей вполне 

пригодна приближенная аппроксимация соответствующих решений в 
виде зависимости 

( ) Fo
4,0

45,00212,0
ТТ
ТТ

lg
остг

стг

п

п

+µ
−=

−

−
,     (14.46) 

где ( )KBi1K1Bi1 ++=µ ; гТ  – температура газа; ( )
остпТ  – 

температура упомянутой поверхности в начальный момент времени. 
Критерии Био и Фурье здесь находят по характеристикам покрытия, а 
величина К  представляет собой отношение теплоемкостей защитно-
го слоя и основной стенки: ( ) ( )стп ссК δρδρ= . 
 Подчеркнем, что жаростойкие покрытия за все время своей рабо-
ты не меняют размеров и формы, поэтому они применимы для защи-
ты таких элементов, как горловина камеры ракетного двигателя. 
 В отличие от жаростойких уносимые покрытия разрушаются в 
процессе взаимодействия с высокотемпературным газовым потоком. 
При нагреве уносимого теплозащитного покрытия его поверхность 
может оплавляться (с последующим испарением или без него), суб-
лимировать (переходить непосредственно из твердой фазы в газооб-
разную), гореть (вступать в химическую реакцию с газовым потоком), 
разлагаться под действием высокой температуры. Совокупность всех 
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процессов, происходящих на поверхности разрушающегося покрытия, 
называют абляцией. Основной смысл нанесения аблирующих покры-
тий – поглощение ими большого количества теплоты на осуществле-
ние фазовых и химических превращений. Кроме того, поступление га-
зообразных продуктов абляции в пограничный слой основного потока 
уменьшает тепловой поток, идущий к стенке. 
 Задача о расчете распределения температуры в уносимом тепло-
защитном покрытии представляет собой разновидность задачи Сте-
фана (теплопроводность при подвижной границе системы); ее реше-
ние рассмотрено далее (см. подразд. 14.5.2). 
 Конвективный теплоотвод обеспечивает стационарный режим ра-
боты защищаемой стенки. Простейший вид такой тепловой защиты – 
жидкостное охлаждение «внутренней» поверхности стенки (противо-
положной той поверхности, которая омывается горячим газовым по-
током). При заданных температуре газа гТ  и условиях его теплооб-
мена со стенкой температурное состояние последней зависит от тем-
пературы охладителя охлТ , а также интенсивности теплоотдачи на 
внутренней поверхности. Чтобы подогрев жидкости не был чрезмер-
ным, теплоемкость ее должна быть высокой. Расчет жидкостного ох-
лаждения ведут по изложенным ранее соотношениям теплопередачи 
(см. подразд. 14.1.2, 14.1.3) и конвективного теплообмена (см. под-
разд. 12.3.3, 12.3.5). Такое охлаждение широко используют в жидко-
стных ракетных двигателях: здесь горючее подают в зазор между кор-
пусом камеры и ее рубашкой. 
 Более эффективным видом конвективного теплоотвода являет-
ся испарительное охлаждение, когда отводимая от стенки теплота 
расходуется на только на прогрев жидкости, но и на кипение ее. При 
этом достигают высоких значений коэффициента теплоотдачи на 
«внутренней» стороне стенки. Проектируя такие системы охлаждения, 
основное внимание обращают на теплоту испарения хладоагента. Из 
обычных жидкостей наибольшей теплотой парообразования r  обла-
дает вода: при атмосферном давлении у нее кг/кДж2260r = . В 
случае высокой температуры стенки для охлаждения можно приме-
нить жидкие металлы, имеющие на порядок большие значения r ; на-
пример, у лития кгкДж20500r = . 
 К системам конвективной тепловой защиты относится и пористое 
охлаждение, при котором через стенку с проницаемыми порами в на-
правлении горячего газа «продавливают» охладитель (газ или жид-
кость). В первом случае охлаждение называют эффузионным, во вто-
ром – конденсатным. Проходя через поры, охладитель «отбирает» 
теплоту от стенки, а выйдя на поверхность ее, препятствует теплооб-
мену между горячим газовым потоком и стенкой. Оба эти фактора ве-
дут к снижению температуры стенки. Особо отметим, что при порис-
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том охлаждении «попавшая» в защищаемую стенку теплота «выно-
сится» охладителем обратно в поток газа. 
 Расчет пористого охлаждения сводится обычно к определению 
поля температуры в стенке (см.  подразд. 14.5.3). По расходу охлади-
теля на единицу площади защищаемой поверхности пористое охлаж-
дение наиболее эффективно из всех видов конвективной тепловой 
защиты. Однако при этом необходимы технологически сложная по-
ристая стенка и чистый хладоагент, не дающий осадка в процессе на-
грева и кипения. 
 Более простым является пленочное охлаждение, при котором за-
щищаемую поверхность покрывают пленкой жидкости, подаваемой 
через щели в стенке. Протекая вдоль поверхности, жидкая пленка ис-
паряется; прослойка жидкости и образующийся пар «оттесняют» го-
рячий газ от защищаемой поверхности. Это ведет к уменьшению тем-
пературы стенки, снижается и тепловой поток к ней. 
 В случае больших размеров защищаемой поверхности приходится 
выполнять в стенке несколько щелей; увеличение их количества «вы-
равнивает» температурное поле. Понятно, что при увеличении расхо-
да жидкости через щель охлm&  можно увеличить расстояние между 
щелями, однако расход не должен превышать значения, после дос-
тижения которого пленка отделяется от охлаждаемой поверхности. 
Это значение зависит от скорости газового потока, ширины щели, угла 
наклона ее (при углах менее 150 пленка всегда примыкает к стенке). 
Выбирая величину расхода, надо также следить за тем, чтобы число 
Рейнольдса для пленки охлщвпл wRe ν= в , подсчитанное по 

скорости выхода охладителя вw  и ширине щели щв , не превысило 
величины, при которой пленка теряет устойчивость (это приводит к 
уносу капель жидкости газовым потоком). 
 Тепловой баланс при пленочном охлаждении характеризуют зави-
симостью 

( ) ( )rTcmtII
с охлохлwr

pw

+∆=−
α

&l ,    (14.47) 

позволяющей найти расстояние между щелями t , размещенными на 
защищаемой поверхности шириной l . Здесь α  – коэффициент теп-
лоотдачи от газа к стенке; 

wрс  – изобарная теплоемкость газа при 

температуре поверхности стенки; wI  и rI  – полные энтальпии газа 
при температурах поверхности стенки и восстановления (см. подразд. 
12.3.5); c  и r  – теплоемкость и теплота парообразования охладите-
ля; охлТ∆  – разность температур насыщения охладителя и выхода 
его из щели. 



 89

 Если на защищаемую поверхность подавать через щели не жид-
кость, а газ, то такой вид охлаждения называют заградительным. 
Вдув газа в пограничный слой основного (горячего) потока уменьшает 
его температуру и увеличивает толщину погранслоя. В итоге снижа-
ется тепловой поток, подводимый к защищаемой стенке, и падает ее 
температура. 
 Чаще всего системы заградительного охлаждения проектируют 
так, чтобы «защитный» газ подавался по касательной к поверхности 
стенки, а расход его обеспечивал отсутствие нормального к стенке 
градиента температуры в пограничном слое. Формально это означает 
полную теплоизоляцию стенки, хотя в действительности температура 
ее нарастает по длине из-за прогрева защитного газа вдоль потока в 
процессе смешивания его с горячим газом. 
 Мерой эффективности заградительного охлаждения в таком слу-

чае является отношение ( ) ( )
вw

о
гw

о
г ТТТТ −−=θ , где о

гТ  – 

полная температура основного потока; wT  и 
вwT  – температура по-

верхности стенки в рассматриваемом сечении и в месте вдува защит-
ного газа. 
 Если свойства основного и защитного газа отличаются мало, то 
при турбулентном течении в погранслое расчет θ  ведут по зависимо-
сти 

( )
8,0

щв

ог41
c w

ххw
Re24,01

−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+=θ

в
,    (14.48) 

справедливой для ( ) 60wхw щвг >в . Здесь гw  – скорость горя-
чего газа, координата х  соответствует основному участку струи за-
щитного газа, число Рейнольдса струи ν= щвc wRe в  подсчитано 

по скорости вдува вw  и ширине щели щв . Длину ох  начального 
участка струи защитного газа, на котором в струе сохраняется ядро с 
постоянной скоростью вw , рекомендуют искать по формуле 

вг

вг
1

г

в

щ

о

ww
ww

w
w037,0107,0х

−
+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=

−

в
,   (14.49) 

следующей из теории свободных спутных струй при гв ww < . 
 

14.5.2. Задача Стефана для аблирующего покрытия 
 
 В неподвижной системе координат задача о температурном поле 
такого покрытия является нестационарной. Если внешняя (аблирую-
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щая) поверхность в ходе уноса вещества распространяется внутрь 
покрытия с постоянной скоростью aw , то задачу можно свести к ква-
зистационарной посредством введения подвижной системы коорди-
нат, связанной с аблирующей поверхностью.  
 Рассмотрим такой прием на примере одномерной задачи для по-
лупространства. Пусть к начальному моменту времени ( )0t =  тело 
(покрытие), располагавшееся в полупространстве 0x ≥ , достигло у 
поверхности температуры абляции constTT aw == . Иначе гово-

ря, при 0t =  начался унос вещества с поверхности, характеризуе-

мый плотностью потока массы ( )смкгAm 2
A ⋅& , где Am&  – мас-

совый расход аблирующего вещества с площади A . Принимаем 
constmA =& , то есть считаем неизменной скорость движения гра-

ницы тела Amw пAa ρ= & . Если еще допустить, что абляция идет 
в слое, толщина которого пренебрежимо мала по сравнению с толщи-
ной всего покрытия, то поле температуры для произвольного момента 
времени 0t > , согласно формуле (11.8), определится уравнением 

2

2

п х
Т

t
T

∂

∂
=

∂
∂ a ,    (14.50) 

где коэффициент температуропроводности покрытия ( )пппп сρλ=а  

неизменен (здесь пλ , пρ , пс  – теплопроводность, плотность и теп-
лоемкость материала покрытия). Начальное распределение темпера-
туры задается решением задачи о прогреве тела с неподвижной гра-
ницей до достижения поверхностью 0x =  температуры aw TT = . 

При этом ( ) 0ТхТ =∞→  и, начиная с 0t = , имеем 

( ) awa TТt,хТ == , где twх aа = . 
 Для перехода к квазистационарной задаче вводим новую систему 
координат, начало которой всегда находится на подвижной поверхно-
сти тела. В этой системе пространственная координата 

twx a−=ξ , а отсчет времени таков же, как в старой системе 

( )t,х . С учетом этого после замены переменных уравнение Фурье – 
Кирхгофа (14.50) превращается в обыкновенное дифференциальное 
уравнение: 

2

2

а

п

d
Td

wd
dT

ξ
−=

ξ
a

,       (14.51) 
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для которого ( ) аТ0Т = , ( ) 0ТТ =∞ . 
 Решение уравнения (14.51) имеет вид 

( ) 2

w

a

п
1 Ce

w
СТ п

a

+−=ξ
ξ−

aa
. 

Константы интегрирования находим из граничных условий: согласно 
второму условию имеем 02 ТС = , а из первого следует 

( ) пaа01 wТТС a−= . Следовательно, избыточная относитель-
ная температура в полупространстве (справа от поверхности 

twх a= ) равна 

( ) ξ−
=

−
−ξ п

aw

0a

0 e
TT
TT a .          (14.52) 

 Нестационарное распределение температуры в исходной системе 
координат ( )t,х  можно получить, перейдя от ξ  к t,х  в этом выра-
жении. 
 Уравнение (14.52) позволяет найти тепловой поток, отводимый 
внутрь стенки. Согласно закону Фурье (11.5), имеем 

( ) ( ) пa0aп0пвн wTTddTq a−λ=ξλ−= =ξ . 

 Скорость перемещения аблирующей поверхности вглубь покрытия 

aw  ищут, опираясь на уравнение теплового баланса 

вниаг qqqq ++= , где гq , аq , иq  – плотности тепловых потоков: 
подводимого от горячего газа, «уносимого» продуктами абляции, из-
лучаемого поверхностью покрытия. С учетом выражений 

( )
aparг cIIq −α= ; 

aпaAaa wrAmrq ρ== & ; 

( )4
г

4
аопри ТТq −σε= ; 

( )0апапвн ТТсwq −ρ=  
имеем 

( ) ( )
( )[ ]0апaп

4
г

4
аопрpar

a ТТcr
ТТcII

w a

−+ρ

−σε−−α
= .     (14.53) 

Здесь α  – коэффициент теплоотдачи от горячего газа, имеющего 
температуру гТ , к аблирующей поверхности с температурой аТ ; aI  
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и rI  – полные энтальпии газа при температурах абляции аТ  и вос-

становления rТ  (см. подразд. 12.3.5); 
apc  – изобарная теплоемкость 

газа при аТ ; прε  – приведенная степень черноты системы «абли-

рующая поверхность – горячий газ»; оσ  – постоянная Стефана – 

Больцмана; ar  – удельная теплота абляции (ее поглощает единица 
массы унесенного вещества). 
 Величина ar  выражает свойство уносимого покрытия поглощать 
теплоту в процессе его разрушения, но не учитывает защитного эф-
фекта, обусловленного выходом газообразных или парообразных 
продуктов абляции в пограничный слой горячего газа. Поэтому для 
сравнительной оценки различных покрытий лучше использовать эф-
фективную теплоту абляции ( ) ( )апвниоэф wqqqr ρ−−= , 

где oq  – плотность теплового потока от горячего газа к поверхности, 

находящейся при температуре аТ , но в условиях, когда абляции нет. 
 Впрочем, сравнивать уносимые покрытия надо не только по зна-
чению эфr , но и по величине пλ . Действительно, при большом пλ  

происходит быстрый разогрев всего покрытия и защищаемой конст-
рукции, так что покрытие не выполняет своей роли. 
 Следует отметить, что в зависимости (14.53) коэффициент тепло-
отдачи α  надо определять с учетом воздействия продуктов разруше-
ния покрытия на погранслой горячего газа (см. подразд. 14.5.4). Мас-
совый поток газообразных или парообразных продуктов 

AA mm && ϕ=′ , поступающий с поверхности площадью A , зависит от 
степени «газификации» ϕ . Последняя равна отношению потока упо-
мянутых продуктов к общему расходу вещества уносимого покрытия. 
 Если покрытие в ходе взаимодействия с горячим газом сублими-
рует, то 1=ϕ , а ar  равна теплоте сублимации. В случае химического 

характера взаимодействия значения ϕ  и ar  определяют с учетом 
скорости реакции горения или разложения и теплоты этой реакции. 
При использовании оплавляющихся покрытий 0=ϕ , поэтому α  на-
ходят по обычным критериальным уравнениям конвективного тепло-
обмена (см. подразд. 12.3.5). Температура свободной поверхности 
пленки расплава аТ  зависит от температуры плавления, теплового 

потока внq , теплопроводности пленки, ее толщины и условий движе-

ния пленки, определяемых числом Рейнольдса плRe . Под теплотой 
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абляции здесь понимают сумму теплоты плавления и увеличения эн-
тальпии пленки до момента «сдува» ее с покрытия горячим газовым 
потоком. В случае испаряющихся пленок к упомянутой сумме добав-
ляют теплоту испарения, значение аТ  принимают равным темпера-
туре насыщения, а величину α  определяют с учетом выхода пара в 
погранслой основного потока. 
 

14.5.3. Распределение температуры в стенке  
с пористым охлаждением 

 
 Поставленную задачу рассмотрим для случая конденсатного ох-
лаждения (см. подразд. 14.5.1) неограниченной плоской стенки при 
условии, что температура горячей поверхности стенки равна темпе-
ратуре насыщения. Это условие означает, что расход конденсата (ох-
лаждающей жидкости) взят таким, что кипение его внутри стенки не 
наблюдается (в обычных пористых структурах оно может быть неус-
тойчивым), но и недогрев конденсата на горячей поверхности не пре-
дусмотрен (чтобы не было уноса части пленки без ее испарения). 
 Ввиду больших значений коэффици-
ента теплоотдачи внутри стенки при 
конденсатном охлаждении можно при-
нять, что температура жидкости стано-
вится равной температуре стенки сразу 
при входе ее, то есть температурные 
поля стенки и охладителя совпадают 
(рис. 14.6). Поскольку величина коэф-
фициента теплопроводности материала 
пористой стенки (металлического «ске-
лета» ее) сλ  на порядок и более пре-
вышает значение этого коэффициента 
для охлаждающей жидкости охлλ , да-
лее считаем, что теплота в пористой 
стенке передается только по скелету. 
Допустим еще пренебрежимо малый 
вклад конвекции в теплообмен между жидкостью и стенкой на «хо-
лодной» поверхности ее (подходящий к этой поверхности охладитель 
получает теплоту только посредством теплопроводности). 
 Анализ условий задачи позволяет рассматривать теплоту, кото-
рую «поглощает» охладитель, находящийся в порах, как равномерно 
размещенные в стенке стоки теплоты с объемной плотностью 

( )AdxdTcmq охлAv &= . Здесь Am&  – секундный массовый рас-

ход охладителя, приходящийся на площадь A  поверхности защи-
щаемой стенки, охлс  – удельная теплоемкость охладителя. Соответ-

Рис. 14.6 

0 xδ

T

( )нT
( )охлТ′

охлТ′′

wT′ wT
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ственно, поле температуры в стенке будет отвечать уравнению Пуас-
сона 

0
q

dx
Td v
2

2
=

λ
− , 

или 

0
dx
dTB

dx
Td
2

2
=− ,    (14.54) 

где ( )λ= АcmB охлA& , причем под λ  здесь следует понимать 

эффективную теплопроводность ( )П1с −λ=λ , где П  - пористость 
стенки (отношение объема пор ко всему объему стенки). 
 Решение уравнения (14.54) имеет вид 

2
Вх

1 СеСТ += . 

Постоянные интегрирования 1С  и 2С  найдем из граничных условий: 

wТТ ′=  при 0x =  и нw ТТТ ==  при δ=x  (здесь нТ  – тем-
пература насыщения охладителя). Граничные условия дают: 

21w CCT +=′ ; 2
В

1н CеCT += δ , откуда ( ) ( )δ−−′= B
нw1 e1ТТС ; 

( ) ( )δ−−′−′= B
нww2 e1ТТTС . Тогда температурное поле в по-

ристой стенке выглядит так: 

( )
δ−

−
−′−′= В

Вх

нww е1
е1TTTT . 

 Недостаток этого выражения – присутствие в нем неизвестной 
температуры поверхности стенки wT′  (со стороны подачи охладите-
ля). Ее можно исключить, записав уравнение поля температуры ох-
лаждающей жидкости охлТ  при 0х ≤≤∞−  и учтя граничные ус-

ловия здесь: для −∞=х  имеем охлТТ ′′= , а при 0х =  будет 

wохл ТТ ′=′   и  dxdTdxdTохлохл λ=λ , где Т  отвечает запи-
санному выше выражению. В итоге получаем: 

( )δ−δ−=
′′−

′′− х1В

охлн

охл е
ТТ
ТТ

.        (14.55) 

 Если на обеих поверхностях стенки заданы граничные условия 
третьего рода, то распределение температуры в стенке описывается 
зависимостью 
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( ) ( ) δ−

−

−−+
−+

=
−′′
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В

охлг

Вх
г

гуохл

гу

еВ1В1
еВ1

ТТ
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.   (14.56) 

Здесь комплексы гВ  и охлВ  имеют вид: ( )гохлAг АcmВ α= & , 

( )охлохлAохл АcmВ α= & , а условная температура газа гуТ  вве-

дена как охлохлгггу сrВТТ −= , причем гα  и охлα  – коэффи-

циент теплоотдачи со стороны газа и со стороны охладителя, охлr  – 
теплота парообразования охлаждающей жидкости. 
 Необходимую для расчетов по выражениям (14.55) и (14.56) плот-
ность расхода охладителя AmA&  находят из уравнения теплового 
баланса: 

( )
( ) охлохлнохл

рнrг
A rТТс

сII
Am н

+′′−

−α
=& ,      (14.57) 

где нI  и rI  – полные энтальпии горячего газа при температурах на-

сыщения нT  и восстановления rT  (см. подразд. 12.3.5); 
нрc  – изо-

барная теплоемкость газа при нT . Записанная формула отвечает 
случаю, когда излучение в системе «пористая стенка – горячий газ» 
можно не учитывать. 
 

14.5.4. Особенности теплоотдачи при поступлении  
защитного газа (пара) в основной поток 

 
 В подразд. 14.5.1 отмечалось, что в системах тепловой защиты с 
применением аблирующих покрытий, а также пористого, пленочного и 
заградительного охлаждения существенно изменяются условия теп-
лоотдачи от основного потока горячего газа к защищаемой поверхно-
сти. Продукты разрушения покрытия, образующийся при испарении 
жидкой пленки пар, подаваемый через поры и щели защитный газ 
увеличивают толщину пограничного слоя основного потока и умень-
шают скорость его возле стенки, а в ряде случаев изменяют даже са-
му структуру погранслоя. В частности, «поперечный вдув» способст-
вует потере устойчивости ламинарного пограничного слоя, но в тур-
булентном погранслое он снижает интенсивность турбулентных пуль-
саций в зоне, непосредственно примыкающей к поверхности. Кроме 
того, вдув уменьшает коэффициент восстановления температуры го-
рячего потока газа (см. подразд. 12.3.5), что также сказывается на те-
плоотдаче. 
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 Анализ системы уравнений неразрывности, движения, энергии, 
теплоотдачи и массоотдачи методами теории подобия показывает, 
что в рассматриваемых условиях конвективный теплообмен опреде-
ляется не только введенными в подразд. 12.2.1 критериями, но и до-
полнительными безразмерными переменными. Таковыми являются 
отношения плотностей потоков массы Wρ , молекулярных масс µ  и 

теплоемкостей pc  «вдуваемого газа» (индекс «в») и основного потока 

горячего газа (индекс «г»). Поскольку теплоемкость зависит от моле-

кулярной массы, часто применяют только комплекс ггвв ww ρρ  и 

симплекс гв µµ . Коэффициент теплоотдачи падает с ростом перво-

го отношения и уменьшением второго. Для ламинарного погранслоя 

вместо величины ггвв ww ρρ  используют произведение ее на 

множитель гRe . Заметим, что значение ввwρ  для всех систем 

тепловой  защиты  следует определять как Amw Aвв &=ρ , где 

Am&  – массовый расход пара или газа, приходящийся на площадь A  

защищаемой поверхности. 
 Оценивая степень уменьшения коэффициента теплоотдачи α  при 
вдуве инородного газа в пограничный слой основного потока по срав-

нению со значением этого коэффициента оα  для непроницаемой 

стенки, ориентируются на соответствующие формулы плоской пла-
стины. 
 Например, в случае ламинарного погранслоя одна из таких зави-
симостей имеет вид 

гх
гг

вв
31

в

г

о
Re

w
w82,11

ρ
ρ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
µ
µ

−=
α
α

,         (14.58) 

где значение вρ  берут при температуре стенки, а критерий Рей-

нольдса вычисляют по средней температуре пограничного слоя. 
 Для турбулентного погранслоя можно использовать формулу 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

µ
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−=
α′
α 89,0ln57,11

с
c

B48,0exp
в

г

р

p
o

в

г ,   (14.59) 
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в которой коэффициент теплоотдачи α′  соответствует вдуву газа той 
же природы, что и газ основного потока: 

( ) ( )[

( )] 1
о

оооо
о

В18,0ехр

В59,0ехрВ18,11В18,0ехрВ

−−

−+=
α
α′

.  (14.60) 

(это выражение записано для случая газа с 7,0Pr = ). Здесь без-

размерный комплекс орввo в
сwB αρ= . 

 Следует заметить, что существенное снижение коэффициента те-
плоотдачи наблюдается уже при небольшом количестве вдуваемого 
газа, особенно если этот газ холодный. Поскольку вдув снижает ус-
тойчивость ламинарного пограничного слоя, для такого погранслоя 
следует избегать чрезмерного вдува, который может турбулизовать 
пограничный слоя, в результате чего будет получен эффект, обрат-
ный желаемому. 
 Плотность расхода вдуваемого газа ввwρ  может быть «назначе-
на» лишь в системах заградительного охлаждения. При использова-
нии аблирующих покрытий, пленочного и пористого охлаждения вели-
чину ввwρ  определяет режим работы системы защиты. 
 Равновесный тепловой режим наступает при условии 

( ) iwqII
с вввнwr
рw

∆ρ+=−α
,   (14.61) 

где α  – коэффициент теплоотдачи; 
wрс  – изобарная теплоемкость 

горячего газа при температуре стенки; wI  и rI  – полные энтальпии 
газа при температурах стенки и восстановления (см. подразд. 12.3.5); 

внq  – плотность теплового потока, уходящего внутрь защищаемой 

стенки; rii т +∆=∆  есть изменение энтальпии вещества в ходе 
«получения» парообразных или газообразных продуктов как резуль-
тата работы системы защиты. Эта величина включает теплоту тi∆ , 
необходимую для прогрева вещества до температуры фазового пере-
хода, и теплоту r  самого перехода. Естественно, что коэффициент 
теплоотдачи здесь зависит от плотности массового расхода упомяну-
тых продуктов ввwρ  (значение α  можно найти, используя приве-
денные выше зависимости). 
 Рассмотрим проблему расчета величины ввwρ  на примере сис-
темы с испарением слоя защитного вещества. При умеренной скоро-
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сти испарения можно считать, что перенос («вдув») пара в поток горя-
чего газа осуществляется только посредством молекулярной диффу-
зии. Тогда плотность массового расхода (потока) пара у поверхности 
испарения определится законом Фика: ( ) 0nвв nCDw =∂∂−=ρ , 

где D  – коэффициент молекулярной диффузии, C  – концентрация 
пара в парогазовой смеси у поверхности, n  – нормаль к этой поверх-
ности. 
 Закон Фика является частным случаем универсального закона мо-
лекулярного переноса субстанции, что позволяет усмотреть аналогию 
процессов диффузии и теплообмена в газовой среде. На этом осно-
вании выразим плотность молекулярного потока пара формулой 

( )гwвв CСw −β=ρ , аналогичной закону Ньютона – Рихмана 

(12.1). Здесь β  – коэффициент массоотдачи; wС  и гC  – концен-
трации пара непосредственно у поверхности испарения и на линии, 
отделяющей погранслой от остальной зоны течения горячего газа. 
 Сопоставив последнее соотношение для ввwρ  с законом Фика, 
получаем уравнение массоотдачи 

0nгw n
С

CC
D

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
−=β ,   (14.62) 

аналогичное уравнению теплоотдачи (12.3). В безразмерной форме 
оно примет вид 

( ) 0nд nCNu =∂∂−= ,         (14.63) 

если ввести безразмерную концентрацию как ( ) ( )гwг ССССС −−=  

и принять во внимание, что комплекс Dlβ  является безразмерным 

(координата lnn = , где l  – характерный линейный размер). Упо-
мянутый комплекс по аналогии с критерием Нуссельта (12.4) называ-
ют диффузионным числом Нуссельта: 

D
Nuд

lβ
= .        (14.64) 

 Заметим, что в форме, аналогичной (14.63), можно представить и 
безразмерное уравнение теплоотдачи (см. подразд. 12.2.1), если вве-

сти безразмерную температуру ( ) ( )гwг ТТТТТ −−= : 

( ) 0nnTNu =∂∂−= .   (14.65) 

 Еще раз укажем на аналогию уравнений массоотдачи (14.62) и те-
плоотдачи (12.3). Более того, безразмерные формы (14.63) и (14.65) 
этих уравнений тождественны для одной и той же системы, поскольку 
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определяющий размер здесь один и тот же, а величины С  и Т  на 
границах системы численно одинаковы: на поверхности тела 

1ТС == , вдали от нее 0ТС == . 
 По этой причине критериальное сразу писать аналогичное уравне-
ние массоотдачи в рассматриваемой системе имеет вид 

n
д

m
д PrReBNu = , где DPrд ν=  – диффузионное число Пран-

дтля, а величины n,m,В  взяты из аналогичного уравнения тепло-

отдачи в той же системе. Найдя из такого уравнения критерий дNu , 

вычисляют значение коэффициента массоотдачи β  согласно выра-
жению (14.64) и далее определяют искомую плотность потока пара по 
формуле ( )гwвв CСw −β=ρ . 
 В действительности упомянутая аналогия процессов массообмена 
и теплопереноса может нарушаться вследствие взаимного их влия-
ния, наличия конвективной диффузии, отличия значений диффузион-
ного и обычного чисел Прандтля. Методы учета этих обстоятельств 
указаны в специальной литературе. 
 В любом случае нахождение плотности массового потока пара 

ввwρ  требует знания температуры поверхности испарения. Однако 
она становится известной только по завершении всего расчета тепло-
вой защиты как температура, вытекающая из условия (14.61). Значе-
ние этой равновесной температу-
ры и соответствующий ей поток 
пара можно найти графически 
(рис. 14.7). Для этого надо по-
строить зависимости от темпера-
туры wТ  величин ввwρ , 

внввотв qiwq +∆ρ= , 

( )
вpwrизлпад cIIqq −α+= . 

При этом берут несколько значе-
ний wТ , меньших температуры 
насыщения для заданного давле-
ния газа. 
 

14.6. Основы расчета рекуперативных теплообменников 
 
 В теплотехнике широкое распространение получили рекупера-
тивные теплообменники – устройства, в которых происходит стацио-
нарный обмен теплотой между потоками текучих сред (теплоносите-

q

Tw

qотв

q
пад

ввwρ

Рис. 14.7 
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лей). Чаще всего эти потоки разделены твердой «стенкой» (поверхно-
стью теплообмена); такие рекуператоры называют поверхностными. 
 По взаимному направлению потоков теплоносителей различают 
теплообменники прямоточные (спутное направление, рис. 14.8, а), 
противоточные (встречное направление, рис. 14.8, б) и с перекрест-
ным током (упомянутые  направления  перпендикулярны, рис. 14.8, в). 

 
Возмож мож-
ны од- нохо-
довые и мно-
гоходо- вые 
вариан- ты 
реали- зации 
таких на-
прав- лений 
тече- ния, а 
также их 
комби- ниро-
вание. На-
пример, все 
теплооб об-
менни- ки  по  
схемам рис. 
14.8  яв-
ляются одно-
ходо- выми, 
а на рис. 
14.9 по- каза-
на схе- ма 
треххо- дово-
го теп- ло-
обмен- ника с 
перекрестным током. 
 Рассматриваемые теплообменные аппараты классифицируют еще 
по конструкции поверхностей теплообмена. Последние обычно вы-
полняют в виде труб и пластин разной  конфигурации, объединенных 
в «сборки», которые образуют системы с параллельным размещени-
ем каналов для прохода теплоносителя. Эти сборки далее компонуют 
так, чтобы обеспечить указанные выше схемы взаимного течения го-
рячего и холодного теплоносителей, а также заданное число ходов. 

хТ′ хТ ′′

гТ ′′гТ′

хТ′ хТ ′′

гТ ′′ гТ′

а

б

хТ′

хТ ′′

гТ′ гТ ′′

в
Рис. 14.8 
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 Важной частью проектирования рекуперативного теплообменника 
поверхностного типа является определение площади F  раздели-
тельной стенки при заданном тепловом потоке Q  и температуре теп-
лоносителей на входе. В основе расчета лежат: 
уравнение теплопередачи 

FTkQ ∆=           (14.66) 
и уравнение теплового баланса 

( ) ( )ххххгггг ТТсmТТсmQ ′−′′=′−′′−= && .        (14.67) 

Здесь k  – коэффициент теплопередачи (см. подразд. 14.1); Т∆  – 
средний на поверхности теплообмена температурный напор между 
горячим и холодным теплоносителями; m&  – массовый расход тепло-
носителя; c  – его удельная теплоемкость (в случае газа – при посто-
янном давлении); индексы «г» и «х» соответствуют горячему и холод-
ному теплоносителям; индексами «´» и «˝» помечена температура Т  
теплоносителей на входе и выходе их. 
 Значение площади F  поверхности теплообмена находят по урав-

нению (14.66), вычислив предварительно величины k  и Т∆ . В каче-

стве Т∆  обычно берут среднелогарифмический температурный на-
пор, формула которого близка к приведенной в подразд. 12.2.4: 

( ) T
МБ

МБ

ТТln
ТТТ ∆ε∆∆

∆−∆
=∆ .   (14.68) 

Здесь БT∆  и МT∆  – больший и меньший из температурных напоров 

хг ТТТ −=∆  на входе и выходе теплообменника; Т∆ε  – попра-
вочный коэффициент, зависящий от схемы течения теплоносителей и 
температур их на входе и выходе. Первый сомножитель в записанной 

хТ ′

хТ ′′

гТ ′′гТ ′

Рис. 14.9 
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формуле отвечает одноходовому теплообменнику с противотоком; 
для него 1Т =ε∆ . Значения Т∆ε  у других типов теплообменников 
приведены в теплотехнических справочниках. 

 Как видно, для вычисления Т∆  надо заранее знать взаимное на-
правление движения теплоносителей и значения их «оконечных» 
температур. Обычно величина хТ ′′  известна, а значением гТ ′′  зада-
ются. Предварительно выбирают и компоновку аппарата, проверив 
затем, обеспечивает ли она рассчитанную площадь F  поверхности 
теплообмена. В необходимых случаях прибегают к секционированию, 
включая секции по параллельной или многоходовой схемам. 
 Далее по уравнению (14.67) определяют расходы m&  теплоноси-
телей, что позволяет вычислить скорости w  их течения ( wAm ρ=& , 
где ρ  – плотность теплоносителя, A  – площадь поперечного сече-
ния канала). Найденные значения w  сравнивают с рекомендуемыми 
в справочниках, а при несовпадении их корректируют компоновку теп-
лообменника (обычно добиваются турбулентного режима течения 
обоих теплоносителей). 
 Заметим, что конструктивную схему аппарата, оконечные темпе-
ратуры теплоносителей и скорости их течения надо знать и для рас-
чета величины k , поскольку в нее входят коэффициенты теплоотда-
чи гα  и хα  (см. подразд. 14.1). 
 По этим причинам расчет теплообменников требует применения 
метода последовательных приближений и рассмотрения большого 
числа вариантов. 
 При выборе схемы течения теплоносителей следует учесть, что 

наибольшее значение температурного напора Т∆  (и следовательно, 
минимум площади F  поверхности теплообмена) дает противоток. 
Прямоток приближается к нему по эффективности только если вели-

чины сm&  у теплоносителей сильно различаются и значение Т∆  су-
щественно больше изменения их температуры. 
 Схема с перекрестным током занимает промежуточное положение 

между прямотоком и противотоком по величине Т∆ . Следует, одна-
ко, учесть, что поперечное обтекание труб по сравнению с продоль-
ным обеспечивает большие значения α . Это увеличивает коэффи-
циент теплопередачи, что в силу формулы (14.66) может дать мини-
мальное значение F у трубчатого теплообменника с перекрестным, а 
не параллельным током.  
 Сравнивая различные варианты передачи заданного количества 
теплоты Q , обращают внимание не только на площадь F  поверхно-
сти теплообмена, которая определяет габариты и металлоемкость 
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аппарата. Важное значение имеет мощность ρ∆= ∑pmN & , затра-

чиваемая на прокачку теплоносителя. Здесь ∑∆p  – суммарное изме-
нение давления по тракту движения теплоносителя, которое обычно 
состоит из путевых  и местных потерь давления. В случае газовых ра-
бочих тел учитывают еще изменение давления, связанное с подводом 
и отводом теплоты. Влияние неизотермности течения на коэффици-
енты сопротивления учитывают, умножая последние на поправку 

( ) 33,0
fw PrPr . 

 
14.7. Модели процессов в термоциркуляционных контурах 

 
14.7.1. Исходные понятия и определения 

 
 Термоциркуляционным контуром называют устройство, которое 
передает теплоту на конечное расстояние из области с большей тем-
пературой в область с меньшей температурой посредством текучей 
среды, движение которой по замкнутому пути, связывающему указан-
ные области, обеспечивается за счет самого процесса теплопереноса 
(при участии поля массовых сил либо разности капиллярного давле-
ния). В первом случае текучую среду применяют как в однофазном, 
так и в двухфазном состоянии, во втором она непременно должна со-
вершать фазовый переход. 
 Использование упомянутого способа перемещения текучей среды 
делает термоциркуляционный контур автономно функционирующим 
объектом с большим ресурсом (здесь нет подвижных узлов). Важней-
шая особенность термоциркуляционных контуров – способность пе-
редавать значительные плотности теплового потока q  на большие 

расстояния l  при относительно малых температурных напорах T∆ . 
Эффективная теплопроводность Tqэф ∆=λ l  двухфазных тер-

моциркуляционных контуров может в сотни и тысячи раз превосхо-
дить теплопроводность меди, а их масса много меньше, чем у метал-
лических теплопроводов аналогичных размеров. Величина эфλ  у од-

нофазных термоциркуляционных контуров не столь велика, поэтому 
далее они не рассматриваются. 
 Конструктивно термоциркуляционные контуры могут быть выпол-
нены в виде одного устройства типа трубы (рис. 14.10) или как сово-
купность отдельных элементов для нагрева текучей среды, ее транс-
портировки и охлаждения (рис. 14.11). Двухфазные термоциркуляци-
онные контуры первого типа принято называть тепловыми трубами, 
второго – контурными тепловыми трубами. 
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 В зависимости от уровня температуры Т  объектов, между 
которыми необходимо обеспечить теплоперенос, различают обычные 

и контурные тепловые трубы: высокотемпературные ( )K750Т > , 

среднетемпературные ( )K550...750Т = , низкотемпературные 

( )K200...550Т =  и криогенные ( )K200Т < . В качестве текучих 

сред (теплоносителей) здесь используют соответственно: расплавы 
металлов, кремнийорганику, спирты, сжиженные газы. В каждом из 
температурных диапазонов отдают предпочтение теплоносителю, 
имеющему максимальную теплоту фазового перехода r ; для труб с 
капиллярной структурой необходимо также большое значение 
отношения коэффициента поверхностного натяжения σ  и 
кинематической вязкости ν . Наиболее распространены средне- и 
низкотемпературные тепловые трубы обычного и контурного типа; 
именно они и рассмотрены далее. 
 Независимо от уровня температуры и схемно-конструктивного 
решения двухфазного термоциркуляционного контура в нем 
происходят процессы парообразования, конденсации, течения пара и 
жидкости. Математические модели термоциркуляционных контуров 
должны не только описывать указанные процессы, но и решать 
задачу их оптимального сочетания с определением эффективной 
теплопроводности контура и предельного значения передаваемого им 
теплового потока. 
 

14.7.2. Гладкостенные тепловые трубы 
 
 В таких двухфазных термоциркуляционных  контурах движение 
теплоносителя обеспечивается массовой силой, поэтому взаимное 
положение обогреваемого и охлаждаемого участков (испарителя и 
конденсатора) должно быть «увязано» с направлением вектора 
напряженности этой силы. 
 Например, в гравитационных гладкостенных тепловых трубах (их 
еще называют двухфазными термосифонами) конденсатор всегда 
размещают выше испарителя (рис. 14.10, а). Под действием силы 
тяжести конденсат, образующийся на охлаждаемом участке корпуса, 
стекает вниз по стенке вдоль транспортной (адиабатной) зоны и 
попадает в испаритель (на обогреваемый участок). Пар поднимается 
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отсюда по центральной части сечения трубы под действием разности 
давлений пара в испарителе и конденсаторе. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Высокая эффективная теплопроводность однофазного 
термосифона возможна лишь при малой толщине пленки в 
конденсаторе и развитом пузырьковом кипении в испарителе. В 
зависимости от степени заполнения термосифона жидкостью кипение 
происходит либо в пленке, либо в «столбе» теплоносителя. 
 В первом случае коэффициент теплоотдачи иα  в испарителе 
находят по критериальному уравнению 

6,0
p

3,07,0 KPrRe0096,0Nu
**

−= ,  (14.69) 

в котором число Рейнольдса 
*

Re  определено по «приведенной 

скорости кипения» ( )ρ ′′= rqw икип  и кинематической вязкости 

ρ′µ′=ν′ ; критерий Прандтля вычислен обычным образом 

( )λ′′µ′= сPr ; комплекс рК  представляет собой отношение 

а б 

Рис. 14.10 
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давления насыщения нр  к напряженности ( )ρ ′′−ρ′σg  силы, 

оттесняющей жидкость от стенки при образовании на ней сплошной 

пленки пара. Здесь иq  – плотность теплового потока на поверхности 

обогрева, r  – удельная теплота фазового перехода, ρ  – плотность, 

µ  – динамическая вязкость, c  – удельная теплоемкость, λ  – 

теплопроводность, σ  – коэффициент поверхностного натяжения, g  – 

гравитационное ускорение; индексы «´» и «˝» отнесены 
соответственно к жидкости и пару на линии насыщения; характерным 

линейным размером в числах 
*

Nu  и 
*

Re  служит капиллярная 

постоянная ( )[ ]ρ ′′−ρ′σ= g
*
l .  Уравнение (11.69) обобщает 

опытные данные, полученные для вертикально расположенных 
двухфазных термосифонов с внутренним диаметром 

мм24...6dв =  и длиной испарителя мм350...50и =l , 

имеющих степень заполнения теплоносителем (вода, спирт, фреоны) 

%40...1=ε  при ( ) 23
и м/Вт1050...2q ⋅=   и давлении 

МПа2,1...08,0р = . 

 Если испаритель полностью заполнен жидкостью (рис. 14.10, а), то 
коэффициент теплоотдачи в нем отвечает уравнению 

17,0
в

5,0
ни

*
*

d
rg

cpq0041,0Nu ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
λ′ρ ′′
′

=
l

.  (14.70) 

Здесь отношение внутреннего диаметра термосифона вd  и 

капиллярной постоянной 
*
l  учитывает влияние «стесненности» 

объема на процесс пузырькового кипения. Безразмерный комплекс 
( )[ ]λ′ρ ′′′ rgcpq ни  можно представить произведением 

( ) ρ ′′ρ ′′−ρ′pKPrRe
*

. Опыты проводились на упомянутых выше 

термосифонах с большей степенью заполнения ( )%50>ε  при 

( ) 23
и м/Вт10150...16,0q ⋅=  и МПа5,1...001,0р = . 

 Кипение в пленке обеспечивает более высокие значения 
коэффициента теплоотдачи иα  по сравнению со случаем кипения в 
столбе жидкости. Однако поддерживать устойчивое кипение в пленке 
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сложно (здесь часто возникает осушение поверхности испарителя). 
Поэтому предпочтительны режимы, когда испаритель практически 
весь заполнен кипящей жидкостью. При этом паросодержание 
двухфазной среды увеличивается к выходу из испарителя, так что по 
высоте его наблюдаются все режимы кипения – от пузырькового 
поверхностного до дисперсно-кольцевого (см. подразд. 12.4.2). 
 В конденсаторе термосифона обеспечить пленочный режим 
работы легче. Среднее значение коэффициента теплоотдачи здесь в 
первом приближении можно найти по формуле Нуссельта (12.31). 
Более точные результаты дает экспериментальная зависимость 

28,0Re644,0Nu −
δ= ,    (14.71) 

в которой число Рейнольдса вычислено по толщине и скорости 
пленки конденсата ( )µ′δρ′=δ плплwRe ; в критерии Нуссельта 

характерным линейным размером служит величина ( ) 3/12 ]g[ ν′ . 

Произведение плплw δρ′ , представляющее собой массовый расход 
жидкости, приходящийся на единицу периметра сечения 
конденсатора, часто называют плотностью орошения Г  поверхности 
конденсатора, поэтому число Рейнольдса можно записать как 

µ′=δ ГRe . Уравнение (14.71) соответствует опытам с 
вертикальными двухфазными термосифонами, имеющими 
внутренний диаметр мм24...6dв =  и длину конденсатора 

мм200...50к =l  при степени заполнения %50...2=ε  водой, 
спиртом, фреонами. Диапазон изменения характерных  величин:  
число  Рейнольдса  70...5,0Re =δ ,  плотность теплового потока 

на поверхности охлаждения ( ) 23
к м/Вт1040...3,0q ⋅= , давление в 

термосифоне МПа5,1...03,0р= . 

 Значения коэффициентов теплоотдачи иα  и кα  являются 
основой вычисления эффективной теплопроводности двухфазного 
термосифона иксрпсэф ∆Тq l=λ . Здесь плотность теплового 

потока псq  относят к поперечному сечению термосифона 4d2
нπ , 

вычисленному по его наружному диаметру нd  (для удобства 
сравнения со сплошными металлическими теплопроводами). Средний 
путь теплопереноса срl  определяется длиной транспортной зоны тl  и 

полусуммой длин испарителя иl  и конденсатора кl . Температурный 

напор икТ∆  соответствует процессам кипения и конденсации, а 
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также теплопроводности поперек стенки на соответствующих участках 
корпуса (перепадом температуры при транспорте пара в средне- и 
низкотемпературных термосифонах пренебрегают). С учетом 
сказанного и согласно подразд. 11.3.4. и 12.1.2 имеем: 

( )[ ]

1

ккиив

кив

н
2
н

тки
эф

11
d
1

11
d
dln

2
1

d
24

−

⎥
⎦

⎤
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
α

+
α

+

+⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

λ
++

=λ

ll

ll
lll

  (14.72) 

(скачки температуры, связанные собственно с фазовыми переходами, 
не учтены ввиду их малости). 

 Предельный тепловой поток прQ , который способен передавать 
двухфазный термосифон, обычно устанавливают по кризису 
пузырькового кипения (см. подразд. 12.4.1). Если кипение идет в 
столбе жидкости, то соответствующую плотность теплового потока 
пр
иq , отнесенную к внутренней поверхности испарителя ивd lπ , 

находят по формуле Кутателадзе (12.29), которую дополняют 
множителем, учитывающим влияние давления и геометрического 
«стеснения»: 

( ) ( ){
( )( )[ ]}.dexp

1gr16,0...13,0q
13,0

ви

4пр
и

ρ′′ρ′−

−ρ′′−ρ′σρ′′=

l
      (14.73) 

 Чтобы обеспечить надежную работу двухфазного термосифона, 
рекомендуют степень заполнения его внутреннего объема жидкостью 

5,0...3,0≈ε . Характеристики термосифона существенно 
улучшаются при наличии вставок, разделяющих паровой и 
жидкостный потоки. Расчет таких термосифонов рассмотрен в 
специальной литературе. 
 

14.7.3. Фитильные тепловые трубы 
 
 В классической тепловой трубе (см. рис. 14.10, б) возврат 
теплоносителя из конденсатора в испаритель обеспечивает 
размещенная на внутренней поверхности корпуса капиллярно-
пористая структура (фитиль). Поэтому такая труба может 
функционировать при любой ориентации в пространстве; ее 
работоспособность сохраняется и в условиях космоса. 
 Поскольку в порах, обращенных к паровой полости, находится 
смачивающая жидкость, в них образуются вогнутые криволинейные 
поверхности раздела фаз (мениски). В результате этого давление в 
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жидкости жр  оказывается меньше, чем в паре пр , на величину так 

называемого капиллярного давления капр . Для сферического 

мениска с радиусом кривизны мR , согласно уравнению Лапласа, 

будет мкап R2р σ= , где σ  – коэффициент поверхностного 
натяжения. 
 Интенсивное испарение жидкости из фитиля в зоне подвода 
теплоты приводит к существованию здесь менисков с малым 

радиусом кривизны и
мR , что создает ощутимую разность давлений 

и
м

и
ж

и
п R2рр σ=− . В то же время фитиль конденсатора, как 

правило, «затоплен» жидкостью, так что в нем радиус кривизны 

менисков к
мR  соизмерим с радиусом паровой полости тепловой 

трубы. По этой причине разность давлений жидкости и пара в 

конденсаторе к
м

к
ж

к
п R2рр σ=−  значительно меньше, чем в 

испарителе. 
 Вычитая записанные равенства, имеем 

( ) ( )кпи
п

к
м

и
м

и
ж

к
ж ррR1R12рр −−−σ=− .  (14.74) 

Как видно, перепад давления жидкости по длине фитиля 
определяется разностью капиллярных давлений и перепадом 
давления пара. Процессы, происходящие в тепловых трубах, таковы, 

что и
п

к
п рр <  (вследствие этого пар и перемещается из испарителя в 

конденсатор). Но размеры пор фитиля настолько малы, что разность 

( )кми
м R1R12 −σ  на два-три порядка превышает величину 

к
п

и
пп ррр −=∆ . В итоге давление жидкости в конденсаторе к

жр  

оказывается более высоким, чем аналогичное давление и
жр  в 

испарителе, что и обеспечивает перетекание жидкости из 
конденсатора в испаритель. 
 Уравнение (14.74) баланса давлений в фитильной тепловой трубе 
обычно переписывают в виде 

( )кми
мпж R1R12рр −σ=∆+∆ .  (14.75) 

Согласно форме записи (14.75), ему, сумма перепадов давлений по 

жидкости жр∆  и по пару пр∆  в полости тепловой трубы 

компенсируется разностью капиллярных давлений мкап R2р σ=  в 

испарителе и конденсаторе. Именно разность капиллярных давлений 
является «движущим фактором», обеспечивающим циркуляцию 
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теплоносителя в фитильной тепловой трубе при передаче ею 
теплоты. 
 Выражение (14.75) рассматривают как гидродинамическое 
условие работы фитильной тепловой трубы. Входящая в него 

величина жр∆  состоит из вязкостных потерь тр.жр∆  и перепада 

давления м.жр∆ , необходимого для преодоления действия массовых 
сил (потерями давления, вызванными подтормаживанием жидкости 
встречным потоком пара вследствие их взаимодействия на 
поверхности фитиля, пренебрегают). Величина пр∆  включает 

вязкостные потери тр.пр∆ , а также инерционный перепад давления 

ин.пр∆ , связанный с подводом пара к потоку в испарителе и отводом 
его в конденсаторе. Изменение давления пара над искривленной 
поверхностью раздела фаз и скачки давления при фазовых 
переходах здесь не учитывают. 

 Для сплошных фитилей значение тр.жр∆  находят по формуле 

Кармана – Козени: 

фф

ф
жтр.ж AK

mр
l

ν=∆ & ,    (14.76) 

где m&  – массовый расход теплоносителя; жν  – кинематическая 

вязкость жидкости; фl  – длина рассматриваемого участка; фК  и фА  

– проницаемость и площадь поперечного сечения фитиля. В первом 
приближении можно принять жν  равной значению ν  жидкости на 

линии насыщения ( )ν′=νж , а величину фl  для всего фитиля 

определить как ( ) 2китcp llll ++= , считая, что испарение и 

конденсация идут равномерно по длине обогреваемой ( )иl  и 

охлаждаемой ( )кl  зон тепловой трубы ( тl  – длина транспортного 
участка). 

 Перепад давления м.жр∆  определяется плотностью жидкости 

жρ , напряженностью массовой силы f , длиной фl  и углом между 

векторами f
r

 и l
r

. Например, при работе трубы в поле сил тяжести 
будет 
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ϕρ=∆ singр фжм.ж l ,        (14.77) 

где ϕ  – угол наклона трубы к горизонту. Если температура жидкости 

мало изменяется по длине трубы, принимают ρ′=ρж  и берут 

срф ll =  для всего фитиля. При подстановке м.жр∆  согласно (14.77) 

в формулу м.жтр.жж ррр ∆+∆=∆  значений м.жр∆ , вычисленных 

по уравнению (14.77), им присваивают знак «–» в случае, когда 
конденсатор расположен выше испарителя. 

 Перепад давления по пару пр∆  зависит от режима работы 

тепловой трубы. В большинстве случаев число Рейнольдса пRe  
таково, что надо учитывать уменьшение давления пара в испарителе 
из-за инерционных эффектов и вязкостные потери на участке иl  + тl  
(в конденсаторе эти потери компенсируются инерционным ростом 

пр ). 
 Поэтому изменение давления пара в средне- и 
низкотемпературных трубах обычно рассчитывают по зависимости 

4
пп

2

п

т

пп

и

п
п d

m
dRe

93,51
dRe

41,342р
ρ
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=∆

&ll
,  (14.78) 

где ( )ппп dm4Re µπ= & ; пd  – диаметр паровой полости; 

плотность пρ  и пµ  пара берут на линии насыщения 

( )µ ′′=µρ′′=ρ пп , . Формула (14.78) отвечает ламинарному 
течению пара, которое чаще всего реализуется в рассматриваемых 
тепловых трубах. Близкие результаты дает соотношение 

( )
4
п

иппит

п

п
п d

2dRe0875,01m76,40р lll ++
⋅

ρ
µ

=∆ & .   (14.79) 

 Капиллярный напор ( )кми
мкап R1R12р −σ=∆  принято 

определять как и
мкап R2р σ=∆ , поскольку величина к

мR1  

крайне мала по сравнению со значением и
мR1  ввиду затопленности 

фитиля конденсатора. Радиус кривизны мениска в испарителе и
мR  

считают соответствующим максимальному капиллярному давлению 
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эф
макс
кап Rcos2р θσ= ,   (14.80) 

где θ  – угол смачивания (краевой угол), эфR  – эффективный радиус 

пор фитиля (отвечает порам минимального размера). 
 С учетом сказанного перепишем гидродинамическое условие 
работы тепловой трубы (14.75): 

эфпж Rcos2рр θσ=∆+∆       (14.81) 

(для средне- и низкотемпературных труб величину пр∆  чаще всего 

опускают, поскольку здесь она много меньше жр∆ ). Это 

соотношение позволяет найти расход предm&  жидкости, который 

может «прокачать» фитиль, и тем самым установить предельный 
тепловой поток предQ , который способна передать тепловая труба. 

Действительно, если принять, что теплота подогрева до температуры 
насыщения или кипения в испарителе и теплота переохлаждения в 
конденсаторе незначительны по сравнению с теплотой фазового 
перехода r , то rmQ &= . 

 Ввиду малости пр∆  в рассматриваемых тепловых трубах 

принимают, что температура насыщения нТ  одинакова в испарителе, 
транспортной зоне и конденсаторе. Поэтому, как указывалось ранее, 
свойства жидкости и пара можно считать неизменными вдоль трубы, 
беря их на линии насыщения. В более точных расчетах в качестве 
определяющей температуры для жидкости берут среднее между нТ  
и температурой внутренней поверхности корпуса в соответствующей 
зоне (при этом составляющие жр∆  находят раздельно для длин 

2иl , тl  и 2кl ). 
 Тепловой поток, определяемый из условия (14.81), называют 
предельным «по капиллярному впитыванию». Известны и другие 
причины ограничения передаваемой мощности: унос капель жидкости 
из фитиля паровым потоком при большой его скорости, достижение 
этим потоком скорости звука, кризис кипения в фитиле. Для средне- и 
низкотемпературных труб существенно, кроме капиллярного, лишь 
последнее ограничение; оно будет рассмотрено в дальнейшем. 
 Зная передаваемый тепловой поток Q , можно установить 
эффективную теплопроводность трубы: 

( )[ ]
( )ки2

н

тки
эф ТТd

2Q4
∆+∆π

++
=λ

lll
,        (14.82) 
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где нd  – наружный диаметр корпуса, иТ∆  и кТ∆  – температурные 
напоры в испарителе и конденсаторе. Последние складываются из 
перепадов температуры корпТ∆  по толщине корпуса и 

температурных напоров в фитиле фТ∆ . 

 Величины корпТ∆  определяют согласно подразд. 11.3.4: 

в

н

корпi

і
корп d

dln
2

QТ
λπ

=∆
l

,     (14.83) 

где иi ll =  на участке подвода теплоты ( )иі =  и кi ll =  на участке 

отвода ( )кі = . Здесь корпλ  – теплопроводность материала 

корпуса, вd  – его внутренний диаметр. 

 Аналогично ищут и значения фТ∆ , если в испарителе не 

происходит кипения, а конденсация идет на поверхности фитиля 
(последнее наблюдается при оптимальной «заправке» трубы 
теплоносителем). В этом случае 

п

в

фi

і
ф d

dln
l2
QТ
λπ

=∆ ,          (14.84) 

где фλ  – эквивалентная  теплопроводность «смоченного» фитиля, 

пd  – диаметр паровой полости. Для составных фитилей, у которых 
элемент с меньшим размером пор расположен со стороны 
поверхности нагрева, в испарителе ( )иі =  вместо пd  берут 

величину фв 2d δ− , где фδ  – толщина фитиля. 

 Если же испаритель работает в режиме кипения, и
фТ∆  вычисляют 

по закону Ньютона – Рихмана (12.1): 

( )иив
и
ф dQТ απ=∆ l ,    (14.85) 

где иα  – коэффициент теплоотдачи в испарителе при кипении. 
 Заметим, что режим кипения нежелателен для капиллярных 
структур «гомогенных» и таких, где размер пор уменьшается в 
направлении движения пара. Здесь следствием кипения может быть 
осушение фитиля из-за выброса капель жидкости и оттеснения ее от 
поверхности нагрева большими пузырями. Это явление называют 
ограничением передаваемой мощности по «запариванию» фитиля. 
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 В капиллярных структурах начало кипения жидкости наблюдается 

при перегреве ее нжж ТТТ −=∆  относительно температуры 

насыщения нТ , равном 

( )maxнк.н RrТ2Т ρ′′σ=∆ ,       (14.86) 

где maxR  – максимальный радиус пор (именно в порах наибольшего 

размера жидкость закипает прежде всего). Чтобы кипение не 
происходило, тепловой поток не должен превышать значения, при 

котором температурный напор и
фТ∆  по формуле (14.84) становится 

равным величине к.нТ∆ . 

 Впрочем, указанный предел можно превзойти в несколько раз, 
если испаритель работает по принципу «перевернутого» 
(обращенного к поверхности нагрева) мениска. Здесь капиллярную 
структуру закрепляют на внедренных в нее продольных ребрах 
корпуса так, что жидкость испаряется в пароотводящие каналы, 
образованные впадинами между ребрами. Благодаря этому 
поверхность испарения настолько приближена к обогреваемой 
стенке, что термическим сопротивлением фитиля можно пренебречь. 
 Ограничение по запариванию отсутствует в упомянутых ранее 
фитилях, где размер пор увеличивается по мере удаления от 
поверхности нагрева. Для них коэффициент теплоотдачи при кипении 

иα  можно рассчитывать по критериальному уравнению 

,
R
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R
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   (14.87) 

в котором безразмерные комплексы введены так: 

жэфиRNu λα= ; ν ′′= эфпп RwRe ; ( )эфнp Rp2N σ= ; 

ф
2
эфф КRN =  (последний комплекс учитывает влияние структуры 

фитиля на процесс подвода жидкости к поверхности нагрева). Здесь 

эфR  – эффективный радиус пор; ( )ипп dmw lπρ′′= &  – скорость 
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выхода пара из фитиля, нр  – давление насыщения; фП  и фК  – 

пористость и проницаемость фитиля. 
 Уравнение (14.87) обобщает результаты опытов по кипению воды 
и спирта в тепловых трубах с фитилем из стальных и латунных сеток 

при бар1,0рн > , ( ) 210
ф м106...2К −⋅= , мм2,0...04,0R эф =  

(половина размера ячейки сетки в слое, обращенном к паровой 
полости). В опытах была выявлена оптимальная величина 

эффективного радиуса пор мм14,0R*
эф = ; показатель степени n  

оказался равным 25,4n =  для *
эфэф RR <  и 43,0n −=  для 

*
эфэф RR > . В качестве определяющей температуры жидкости здесь 

взята величина, средняя между температурами насыщения и 
внутренней поверхности корпуса. 
 Заметим, что для описанных капиллярных структур в зависимости 
(14.80) в качестве эфR  следует брать величину maxR . 

 Плотность теплового потока в испарителе не должна превышать 
значения, при котором пузырьковое кипение переходит в пленочное. 
Соответствующую такому кризису кипения величину q  для 
капиллярно-пористых структур можно оценить по формуле 

( ) 5,0
эф

28,2
фкр RПr52,0q ρ′′−ρ′ρ′σρ ′′= . (14.88) 

 Как видно из приведенных соотношений, величины предQ  и эфλ  

фитильных тепловых труб определяются прежде всего 

характеристиками фитиля – его проницаемостью фК , эффективным 

радиусом пор эфR , эквивалентной теплопроводностью фλ  при 

смачивании, пористостью фП . 

 Методы их расчета для капиллярных структур различного вида 
приведены в специальной литературе. Там же даны рекомендации по 
моделированию процессов в тепловых трубах, снабженных 
составными фитилями (последние устраняют противоречие в 
требованиях к размеру пор, присущее простому фитилю). Это 
противоречие вытекает из того, что простой фитиль (см. рис. 10.14, б) 

не только создает капиллярный напор капр∆ , но и служит каналом 

для протока жидкости. Следовательно, здесь эффективный радиус 
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пор эфR  должен одновременно быть и малым (для создания 

большого капр∆ ) и большим (для обеспечения низкого 

гидравлического сопротивления фитиля, определяемого его 

проницаемостью фК ). В составном фитиле указанные функции 

разделены: жидкость движется по специальным каналам, у которых 
капиллярными свойствами обладают только стенки. Дальнейшим 
развитием такой концепции стали контурные тепловые трубы. 
 

14.7.4. Математические модели процессов 
в контурных тепловых трубах 

 
 В таких двухфазных термоциркуляционных контурах 
капиллярной структурой снабжен только испаритель, а выполненный 
отдельно от него конденсатор связан с испарителем гладкостенными 
транспортными трубопроводами для пара и конденсата (рис. 14.11). 
Обычно контурная тепловая труба снабжена дополнительным 
элементом – компенсационной полостью (на рис. 14.11 она 
конструктивно объединена с испарителем). 
      Указанные отличия контурной тепловой трубы от классической 
(см. рис. 14.10, б) не приводят к принципиальной разнице в 
номенклатуре протекающих процессов. Здесь также необходимо дать 
математическое описание процесса парообразования в капиллярной 
структуре, процесса конденсации в «стесненных» условиях, 
процессов течения пара и жидкости по соответствующим трактам. 
Целью математического моделирования по-прежнему является 
определение теплового потока, передаваемого тепловой трубой, и ее 
эффективной теплопроводности. 
 В связи с этим часть приведенных в подразд. 14.7.3 зависимостей 
используют и при создании математических моделей процессов в 
контурных тепловых трубах. 
 Особенность же их схемы приводит еще к двум условиям 
работоспособности, дополняющим основное гидродинамическое 
условие (14.81). 
 Разность температуры 71Т −∆  между испаряющей и 
впитывающей поверхностями капиллярной структуры (см. рис. 14.11) 
должна обеспечить преодоление перепада давлений нарр∆ по 

наружному относительно фитиля участку циркуляции теплоносителя: 

( ) нар71
T

pTT
dT
dp

71

∆=−
−

,   (14.89) 
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где ( )
71TdTdp

−
 – среднее значение производной, определяемой 

уравнением Клапейрона – Клазиуса на участке линии насыщения 
между точками 1 и 7. 

Рис. 14.11 
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 Кроме того, потери давления в конденсатопроводе т
жр∆  не 

должны приводить к вскипанию конденсата здесь, для чего 
необходимо обеспечить переохлаждение жидкости в конденсаторе, 
отвечающее формуле 

( ) т
ж54

T
pTT

dT
dp

54

∆≥−
−

.   (14.90) 

 Еще одним условием работоспособности контурной тепловой 
трубы является соблюдение таких соотношений между объемами 
элементов трубы и теплоносителя (см. рис. 14.11): 

4321 VVVV +=+ ;   765ж VVVV ++= .  (14.91) 

Здесь 4321 V,V,V,V  – соответственно объемы компенсационной 
полости, центрального канала испарителя, паропровода и части 
конденсатора, свободной от жидкости; 765ж V,V,V,V  – 
соответственно объемы жидкости во всей трубе, в 
конденсатопроводе, в конденсаторе и в капиллярной структуре. 
 Особенностями испарителя контурных тепловых труб являются 
преимущественно встречное направление потоков теплоты и 
жидкости, а также работа зоны испарения по принципу 
«перевернутых» менисков, когда последние обращены к поверхности 
нагрева. Для этого на ней (в теле корпуса или фитиля) создана 
система пароотводящих каналов. 
 Спецификой испарителя является также выполнение им функции 
«теплового затвора»: перепад температуры по толщине капиллярной 
структуры создает соответствующую разность давлений, которая 
препятствует движению пара к поверхности впитывания с 
последующим «прорывом» его в компенсационную полость. 
 В случае больших тепловых потоков жидкость в испарителе может 
закипать. Чтобы при этом не было «запаривания» капиллярной 
структуры, ее, как указано выше для обычных тепловых труб, 
необходимо выполнять с уменьшением размера пор в направлении 
корпуса. Для гарантированного обеспечения процесса впитывания 
перегрев жидкости на соответствующей поверхности должен быть 
меньше величины, даваемой формулой (14.86). При пользовании 
зависимостью (14.80) в рассматриваемом случае в качестве эфR  

берут maxR . 
 Математические модели процессов в контурной тепловой трубе 
могут касаться всей трубы или отдельных ее элементов, находясь на 
разных уровнях сложности. Приведем некоторые из них. 
 Вначале рассмотрим простую модель для трубы в целом, 
основанную на балансе давлений (14.81), внеся некоторые 
коррективы в приведенные ранее соотношения для расчета величин 
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жр∆  и пр∆  согласно особенностям конструкции контурных 
тепловых труб. 
 Учитываем только вязкостные составляющие изменения давления 
в фитиле и трубопроводах (верхние индексы соответственно «ф» и 
«т») как для жидкости, так и для пара: 

( )иф
j

ф
j

ф
j

ф
j FKmр δν=∆ & ;     (14.92) 

( )4
j

т
j

т
j

т
j dm128р πν=∆ l& .     (14.93) 

Здесь m&  – массовый расход охладителя; ν  – кинематическая 

вязкость фазы на рассматриваемом участке; фδ  и фК  – толщина и 

проницаемость фитиля по соответствующей фазе; иF  – площадь 

подвода теплоты в испарителе; l  и d  – длина и диаметр 
трубопроводов; индекс «j» имеет значения «ж» и «п» для жидкости и 
пара соответственно. 

 Если принять ф
ж

ф
п рр ∆=∆ , lll == т

ж
т
п , 2

эф
ф
ж R015,0К = , то 

с учетом соотношения rQm =&  из гидродинамического условия 

(14.81) получается такое выражение для теплотранспортной 
способности контурной тепловой трубы: 

( )( )2
эф

эф

RBAr64

Rcos
Q

+

θσ
=l ,     (14.94) 

где σ  – коэффициент поверхностного натяжения; θ  – угол 
смачивания; r  – удельная теплота фазового перехода; величины А  

и В выглядят следующим образом: ( ) ( )4
п

т
п

4
ж

т
ж ddА πν+πν= ; 

( )и
ф
ж

ф
ж F04,1В lδν= . 

 Выражение (14.94) соответствует изотропной капиллярной 
структуре, оно позволяет найти оптимальное значение эффективного 
радиуса пор эфR . Согласно (14.94), максимум lQ  получается при 

АВRopt
эф = . 

 Аналогично можно найти теплотранспортную способность 
двухфазного термоциркуляционного контура с капиллярным насосом 
в испарителе для случая переменного по толщине х  фитиля 
значения радиуса пор. Здесь величина В оказывается домноженной 
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на коэффициент ε , введенный как ( ) ( )[ ]∫δ=ε
δфж

0

2
п

ф
ж

2
эф хRdxR . 

Этим отражено наличие в формуле для ф
жр∆  интеграла 

( )[ ]∫
δфж

0

ф
ж хКdx  вместо отношения ф

ж
ф
ж Кδ  (корреляцию ф

жК  

распространяют на действительный радиус пор пR ). Так же 

видоизменяется выражение для opt
эфR , которое затем позволяет 

найти оптимальное распределение пR  по толщине фитиля. 

 В качестве примера математической модели процессов в 
испарителе контурной тепловой трубы приведем задачу расчета 
такого распределения радиуса пор по толщине δ  фитиля, которое бы 
препятствовало закипанию жидкости в фитиле. 
 Из условия равновесия фаз следует, что в порах, находящихся на 

координате х , кипение не возникает, если радиус пор ( )хRп  не 

превышает «порогового» значения 

( ) ( )[ ] ( ){ }хрхТрcos2xR н*
−θσ= ,    (14.95) 

где  ( )[ ]хТр н   –  давление   насыщения  при  температуре  ( )хТ   

жидкости, находящейся на координате х ; ( )хр  – давление жидкости 
на этой координате (последняя отсчитана от поверхности впитывания 
в сторону корпуса). 
 Распределение температуры ( )хТ  можно найти, решив 
одномерную задачу теплопроводности для смоченного фитиля. Она 
включает дифференциальное уравнение 

( ) ( ) 0
dx

xdT
dx

xTd
2

2
=γ−  

и граничные условия вида: ( ) ( )0TTdxxdT −γ=  при 0x =  и 

( ) пTxT =  при δ=х . Здесь ( )фиж Fcm λ=γ & , 

( ) ]рТр[ТТ нарпнн0 ∆−= . Приняты следующие обозначения: 

пТ  – температура пара; жс  – теплоемкость жидкости; фλ  – 
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эффективная теплопроводность смоченного фитиля; нТ  и нр  – 

температура и давление насыщения; т
ж

т
пнар ррр ∆+∆=∆  – потери 

давления в паропроводе и конденсатопроводе (изменение давления в 
пароотводных каналах фитиля не учтено). Решение задачи имеет вид 

( ) ( ) ( )]xexp[ТТТхТ 0п0 δ−γ−+= .  (14.96) 
 Используя эту зависимость, а также условие (14.95), уравнение 
движения жидкости в фитиле 

( ) ( )
( )хКF
Тm

dx
xdp

и

пжν−=
&

       (14.97) 

и корреляцию ( ) ( )хR015,0хК 2
п= , получают искомое 

распределение радиуса пор в виде 

( ) ( )
( ) 1хexp

1expRхR эфп −γ
−γδ

=             (14.98) 

с учетом следующих граничных условий: ( ) ( )0н Трхр =  при 0x =  

и ( ) ( )фт
эфп ррcos2RхR ∆+∆θσ== .  

 При этом 

( ) ( )[ ]
( )[ ]

∫
−γδ

−γ
ν=∆

δ

о
2
эф

2

2

и
пж

ф

R1exp
dx1xexp

F
mТ133р
&

,       (14.99) 

и введенная ранее поправка в формулу (14.94) принимает вид 
( ) ( )

( )[ ]21exp2
3exp42exp2

−γδγδ

+γδ−γδ+γδ
=ε .            (14.100) 

 Моделью более высокого уровня сложности для процессов в 
испарителе является двумерная задача о распределении 
температуры в фитиле, постановка которой опирается на концепцию 
«двухфазного теплового слоя». Под ним понимают прилегающую к 
поверхности нагрева зону (толщиной дтсδ ) «ребра» фитиля, в 

пределах которой происходит устойчивое кипение, такое, что мелкие 
поры заполнены жидкостью, а крупные заняты паром. Потоки теплоты 
и жидкости в этом слое направлены по нормали к поверхности 
нагрева, а поток пара – вдоль нее к пароотводным каналам, 
расположенным между ребрами фитиля. 
 Математическая модель двухфазного теплового слоя включает: 
уравнение движения жидкости 
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( )
дтсж

ж
ж

К
хrq

х
р

δ
ν−=

∂
∂

;   (14.101) 

уравнение движения пара 

( )
дтсп

п
п

К
уrq

у
р

δ
ν−=

∂
∂

;   (14.102) 

уравнение переноса теплоты 

0q
х
Т

дтсдтс
2

2
=

δλ
+

∂
∂

;        (14.103) 

условие равновесия фаз 

( ) ( )[ ]
( ) x

R

xR
cos20,хр0,хр

х
*

*
2жп ∂

∂θσ
−=−

∂
∂

;      (14.104) 

выражение баланса давлений 

*
Rcos2ррр ф

п
ф
жнар θσ=∆+∆+∆ .        (14.105) 

В последнем соотношении ( )∫ ∂∂=∆
δдтс

о
ж

ф
ж dxхрр ; 

( )∫ ∂∂−=∆
2

о
п

ф
п dуурр

в
. 

Эту систему уравнений дополняют условием ( ) ( )[ ]хТр0,хр нп =  
и выражениями для проницаемости фитиля по фазам: 

( )

∫
∂
∂

∫
∂
∂

Φ
=

max

min

*

min*

R

R
п

п

2
п

xR

R
п

п

2
пж dR

R
ФRdR

R
ФR

]R[
1К ,(14.106) 

∫
∂
∂

∫
∂
∂

Φ−
=

max

min

max

**

R

R
п

п

2
п

R

R
п

п

2
пп dR

R
ФRdR

R
ФR

]R[1
1К . (14.107) 

Используют следующие граничные условия: для уравнения переноса 

энергии дтсqхТ λ−=∂∂  при 0x =  и пТТ =  при дтсх δ= ; 

для условия равновесия фаз: ( ) RR дтс*
′=δ , если maxRR <′  и 

( ) maxдтс RR
*

=δ , если maxRR >′ , причем наррcos2R ∆θσ=′ . 
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 Выше приняты такие обозначения: q  – плотность теплового 

потока на всей поверхности нагрева, дтсλ  – эквивалентный 

коэффициент теплопроводности двухфазного теплового слоя, 
*

R  – 

пороговый радиус пор (жидкость в порах с таким радиусом начинает 
закипать), minR   и  maxR   –  минимальный  и  максимальный  

радиусы  пор, Ф  – интегральная функция распределения пор. 
Начало координат помещено на поверхности нагрева по средней 
линии ребра фитиля, так что х  отсчитывают вглубь двухфазного 
теплового слоя, а у  – к пароотводному каналу ( 2у0 в≤≤ , где в  
– ширина ребра). 
 Решение записанной системы уравнений позволяет найти 
толщину двухфазного теплового слоя дтсδ , по которой вычисляют 
коэффициент теплоотдачи при кипении в фитиле: 

( )( )tдтсдтскип вδλ=α ,   (14.108) 

где t  – шаг ребер (напомним, что плотность теплового потока 
отнесена ко всей площади поверхности нагрева). 
 Математическую модель процессов в конденсаторе (чаще всего 
гладкостенном) контурных тепловых труб сводят обычно к задаче о 
пленочной конденсации движущегося пара в плоской щели. 
Примером может быть следующая система безразмерных уравнений: 

( ) Ga
2
A

xd
pdReRe2A3

xd
pd н

грж2 −−−
δ

= ;   (14.109) 

( )
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

ρ
µ

δ−

µ
= гр

п

п
п2

пн ReRe
5,0

A5,1
xd
pd

;    (14.110) 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ δ
ρ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ δ+=δ

2
ж

п

2

2

2

xd
RedАр2

xd
d1

xd
d

;     (14.111) 

xd
dRe

xd
d1Т

xd
Red ж

2

2
wнж δ

δ
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ δ
+

δ

∆
= ;      (14.112) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δµ

∆
−

δ
δ−

=
п

wн
ж

п T
xd

dRe
5,0
1

xd
Red

;       (14.113) 
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xd
pd

r
ТТ11

r
A2

xd
Тd н

ж

wж
wн

п
2
ж

2
wн ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
µ
λ

+∆⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

ρµ
σ−=∆

.  (14.114) 

 Она содержит: уравнение (14.109) движения пленки вдоль щели (в 
направлении оси х ) под действием сил давления, тяжести, 
поверхностного натяжения и трения (на стенке и на поверхности 
взаимодействия с паром); уравнение (14.110) спутного движения пара 
под действием сил давления и трения; уравнение (14.111) баланса 
сил в направлении, перпендикулярном поверхности пленки; 
комбинированное уравнение (14.112) неразрывности, энергии и 
теплопередачи для пленки; уравнение (14.113) неразрывности для 
пара и уравнение (14.114), которое выражает изменение 
безразмерного температурного напора 

( ) ( )жжwнwн rТТТ µλ−=∆  согласно уравнению Клапейрона – 
Клаузиуса. 
 Здесь принято, что поперечный (по оси у ) перенос теплоты в 

пленке толщиной δ  осуществляется только теплопроводностью; на 
границе раздела одинаковы как скорости фаз, так и касательные 
напряжения. Критерии жжжж hw~Re µρ=  и 

пппп hw~Re µρ=  подсчитаны по ширине щели h  и средним в 

сечении скоростям жидкости жw~  и пара пw~ . При введении их 
использованы решения для напорного течения Куэтта (жидкость) и 
плоского ламинарного течения (пар). 
 Другие безразмерные величины выглядят так: hхх = ; 

hδ=δ ; жпп ρρ=ρ ; жпп µµ=µ ; ( ) σ−= жп ррh5,0р ; 

( ) σ−= пвх.пн ррh5,0р ; ( )hА ж
2
ж σρµ= ; λα= h~Nu , 

жжгр hwRe µρ= δ ; 2
ж

32
жghGa µρ= . Здесь вх.пp  – 

давление пара на входе в щель, α~  – среднее по длине участка 
конденсации значение коэффициента теплоотдачи. 
 Систему записанных уравнений решают численно при следующих 
граничных условиях: на «верхней» границе ( 0х = , входное сечение 

щели) берут 0Reж = , вхδ=δ , 0рн = , вх.wнwн ТТ ∆=∆ ; на 

«нижней» границе ( 1хх = , где 1xdd =δ ) 0Reп = , 

Σ=+ ррр н , где величина Σр  показывает, во сколько раз перепад 
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давления в щели на участке конденсации больше капиллярного 

давления при радиусе кривизны 2h . 

 Специфическим элементом контурной тепловой трубы есть 
компенсационная полость (на рис. 14.11 она объединена 
конструктивно с испарителем). Основная задача ее – надежное 
смачивание фитиля на всех режимах работы трубы. Кроме того, эта 
полость выполняет роль сепаратора пара и жидкости при 
нестационарной работе (режимы запуска и регулирования мощности), 
когда в конденсатопроводе может перемещаться двухфазная среда. 
 Математическая модель компенсационной полости должна 
отражать тепловое состояние теплоносителя и связывать объем 
полости с количеством жидкости, выталкиваемой из контура при 
самом неблагоприятном распределении теплоносителя. 
 Обычно объем компенсационной полости принимают равным 

кпткп VVV ε+= , где птV  и кV  – объемы парового тракта и 
конденсатора, ε  – максимальная степень осушения конденсатора. 
Предложены также формулы для кпV , учитывающие еще и 
увеличение объема жидкости вследствие нагрева. 
 Что касается теплового состояния рабочей среды в 
компенсационной полости, то чаще всего полость считают  
термически равновесной системой, температура которой 
определяется давлением в ней: ( )кпнкп рТТ = . Некоторые авторы 
для нахождения температуры компенсационной полости используют 
уравнение теплового баланса ( ) QТТcm ккпж =−& . В более 
сложных моделях может приниматься во внимание неоднородность 
термического поля в компенсационной полости. Она определяется, 
прежде всего, теплообменом полости с испарителем, а также 
термическим взаимодействием между полостью и входящей в нее 
жидкостью (теплообмен с окружающей средой имеет меньшее 
значение). 
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